
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves bef ore it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books disco verable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non- commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrainfrom automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at http : //books . qooqle . com/| 



Digitized by VjOOQ IC 




Digitized by VjOOQ LC 



• -viathematicB 

'M 



Digitized by 



Google 



• 



Digitized by VjOOQ IC 



Kff 



WISKUNSTIGE 

OPGAVEN 

HET HJLBB 

ONTBINDINGEN , 

UITGK GEVEN 

DOOB I>E LEDEN 

VAN HET 

WISKUNDIG GENOOTSCHAP : 

EEN OKVERIOBIDE ARBEID 101T ALLES TE BOVEN, 

▼ AH 

1870-1874. 




AMSTERDAM, 

WEYTINGH & BRAVE. 

187*. 



Digitized byCjOOölC 



Digpized by VjOOQ LC 



NAAMLIJST 



DEB 

LEDEN 

TAN HBT 

WISKtJATDIO «ENOOTSCHAP, 

ONDBB DB ZrNSPBBUK: 

EEN ONVERMOEIDE ARBEID KOMT ALLES TE BOVEN, 

TE AMSTERDAM, 
OP DEN 1 HAART, JBDCCCLXXIV. 



9—m 



BESTUURDERS. 

C, Knapper , Leeraar aan de H. B. S. te Amsterdam , 
Voorzitter (*) 1870. 

*** Eerste Secretaris. 

J. W. Tesch , Leeraar aan de H. B. S. te Amsterdam, 
Tweede Secretaris 1869. 

Mr. H. S. van Lennep, Ie Amsterdam , Penningmeester 1865. 

Sr. D. van Lankeren Matthes, Directeur der H. B. S. 
te Amsterdam 1851 . 

Dr. C. J. Mattbes, Hoogleeraar in de Wis- en Natuur- 
kunde aan hel Albenaeum Illustre te Amsterdam . 1852. 

Mr. J. J. Teding tan Berkbout, te Amsterdam . . 1854. 

W. A. Froger, Architect te Amsterdam .... 1857. 

L. Jan8e Bz. , Leeraar aan de Kweekschool voor de 
Zeevaart te Amsterdam 1864. 

(*) Jaartallen van de eerste verkiezing als Lid van het Bestmnr, 



370520 

Digitized by VjOOQ IC 



— 4 — 

BUITENGEWONE LEDEN VAN VERDIENSTE IN HET 
WETENSCHAPPELIJKE VAK. 

J. P. Delpbat, gepensioneerd Generaal-Majoor , te 
'* Gravenhage ?....(*) 1829. 

Dr. R. van Rees, Emerilus Hoogleeraar Ie Utrecht . 1853. 

Dr. C. J. Matthes. (Zie boven), 1804. 

Dr. F. J. Stamkabt, Hoogleeraar aan de Polytechnische 
school, te Delft 1808. 

BUITENGEWONE LEDEN VAN VERDIENSTE IN HET 
HUISHOUDELIJKE VAK. 

D. W. Hinsb, Oud-Hoofdonderwijzer te Amsterdam . 1854. 
Dr. D. Biebens de Haan, Hoogleeraar aan de Hooge- 

school (o Leiden 1804. 

H. F. FuifjE , Oud-Hoofdinspecteur van den Waterstaat, 

te Alphen 1870. 

L. Jaisse Bz. (Zie boven) 1370. 

LEDEN VAN VERDIENSTE DER EERSTE KLASSE. 

W. van Haarst, Hoofdonderwijzer aan de Fundatie 
van Renswoude te Delft 1805. 

LEDEN VAN VERDIENSTE DER TWEEDE KLASSE. 

Dr. F. J. Stamkart, (Zie boven) 1824. 

W. Top Wzn., te Zicrikzee 1824. 

F. J. van den Berg, Hoogleeraar aan de Polytechnische 

School te Delft . . 1859. 

F. RoEPFf Onderwijzer in da Wiskunde te Amsterdam 1802. 



LEDEN VAN DE WETENSCHAPPELIJKE COMMISSIE. 

J. P. Delpbat. (Zie boven) 1821 . 

Dr. F. J. Stamkabt. (Zie boven) 1847. 

Dr. C. J. Matthes. (Zie boven) 1858. 

(•) JaartmlUn m» dê benoeming tot Lid pan V4rdien*ie > ens. 



Digitized by VjOOQ IC 



_ 5 — 

Dr. D. Bierens db Haan. (Zie boven) ..... 1860. 
Dr. C. H. C. Grinwis, Hoogleeraar aan de Hoogeschool 

te Utrecht 1870. 

Mr. J. J. Teding tan Berkhout. (Zie boven) . . 1870. 

BIBLIOTHECARIS. 
D. Bosch, Boekhandelaar en Uilgever 1869. 

INSPECTEURS VAN DE BOEKERIJ. 

W. A. Froger 1869. 

J. W. Tesch 187S. 



INSPECTEUR DER FONDSARTIKELEN. 
Mr. II. S. van Lenkep 



CORRESPONDENTEN. 

W. Kreling,, Leeraar aan de R. U. B. S. Ie Utrecht 1864. 
Ph. Bello , Leeraar aan de H. B. S. te Deventer . • 1865. 
J. Versldijs, Leeraar aan de R. II. B. S. te Groningen 1868/ 

Dr. F. J. Stamkart, te Del/t 1869. 

M. H. Pimentel, Ambtenaar bij het Ministerie van 

Financiën te 's Gravenhage 1869. 

Dr. C. P. Burger, IIoogleeraar-Directeur van de R. H. 

B. S. te Leeuwarden 1870. 

J. Ringeling , Lceraar aan de R. H. B. S. te 't Her» 

togenbosch 1870. 

Dr. II. Onnen, Leeraar aan de R. H. B. S. Ie Roermond 1870. 
L. van Zanten Jzn. , Leeraar aan de H. B. S. te Tiet 1870. 

VOLLEDIGE NAAMLIJST DER LEDEN. 

B. F. Fijnjb. (Zie boven). ...,♦... 1813, 

C. J. Bolten, Oud-ïïoofdingenieur, te 't Gravenhage . 1818. 

J. P. Dblprat. (Zie boven) 1819. 

W. Tc» Win. (Zie boven) 1819. 



Digitized by LiOOQ LC 



— 6 — 

Dr. F. J. Stamkart. (Zie boven) 1823. 

P. U. ?. d. Heulen, Gepensioneerd Kolonel der Artillerie, 

ie Delft J824. 

W. A; Frogbr. (Zie boven) . . . ! 1828. 

Mr. E. Boas, te Amsterdam 1831, 

Dr. D. var Lanebren Matthes. (Zie boven). • . . 1832. 

D. W. Uinse. (Zie boven) 1833. 

K. Dekker, Oud-Hoofdonderwüzer , te Alkmaar . . 1834. 
J. H. Obreen, Directeur van de Modelkamer bij het 

Departement van Marine, te 's Gravenhage . . • 1834. 

J. C. Olivier, te Vlaardingen 1836. 

Mr. J. Heemskerk Azn., te '* Gravenhage .... 1836. 
J. A. Krajenbrlnk, te Togaltcoero, Residentie Rrawang, 

Java 1838. 

A. UuLSCHERj Leeraar aan het Gymnasium, te Arnhem. 1838. 
J. H. ScHarER, Kapitein-Ingenieur, te Geertruidenberg. 1840. 

B. P. Bogaerts, Uker, Ie Breda 1840. 

R. vam de Weerd, te Enschedé 1840. 

Dr. D. Bierens de Haan. (Zie boven) 1841. 

W. C. Versepüt, Ontvanger, te Hedel. . . , . 1841. 

C. W. Smith, te Bergen op Zoom 1841. 

Dr. £. B. Asscher , te Amsterdam ...... 1843. 

Dr. C. P. Borger. (Zie boven) 1844. 

Dr. V. 8. M. van der Willigen , Directeur van het 

Physisch Kabinel aan Teyler's Stichting, te Haarlem. 1846. 

C. Jolios C.Fzn., te Beverwijk 1846. 

Dr. L. Cohen Stuart, Directeur der Polytechnische 

School te Delft 1847. 

W. van Haarst. (Zie boven) 1848. 

M. H. Pjiientel. (Zie boven) 1848. 

Mr. J. J. Tediisg van Berkhout. (Zie boven) . . • 1849. 

J. Ringeling. (Zie boven) 1840. 

Mr. H. de Negfville, Ie Amsterdam 1849. 

J. H. van Sillevoldt, Oud-Direcleur van de II. B. S. 

te 's Gravenhage f te Oegslgeest ...... 1849. 

Dr. P. J. Hollmann, te Edam 1851. 

Dr. C. J. Matthes. (Zie boven) ....... 1851. 

F. M. Polak, te 's Gravenhage 1852. 



Digitized by VjOOQ IC 



- 7 — 

J. M. Hsybbock, Onderwijzer jn de Zeevaar ik unde, te 

Amsterdam 1852. 

Dr. G. H. C. Grinwis. (Zie boven) 1853. 

Dr. K. van Rees. (Zie boven) 1853. 

W. M. Logeman, Leeraar aan de H. B. S. Ie Haarlem. 1853. 

F. Roeff. (Zie boven) 1854. 

W. J. van Goor, Leeraar aan de R. H. B. S. ie Win- 
terswijk 1855. 

H. Schoo, Leeraar aan de fl. B. S. Ie Hoorn . . . 1858. 

F. J. van den Berg. (Zie boven) 1858. 

A. Psjcba, te Amsterdam 1859, 

W. Kreling. (Zie boven) 1859. 

Dr. E. van der Yen, Directeur der II. B. S. te 

Haarlem 1859. 

Dr. D. G. Cdamer, Directeur der H. ö. S te Zutfen . 1859. 

A. F. van Haastert, Neder land se h Indië .... 1859. 

Mr. H. S. van Lennep. (Zie boven) 1860. 

Dr. R. A. Hees, Hoogleeraar Ie Groningen. . . . 1861. 

A. M. Dekkers, te Apeldoorn 1861. 

C. F: J. van den Berg, te Utrecht 1861. 

Pa. Bello. (Zie boven) 1862. 

J. Carbasiüs, TelegraGst, te 's Gravenhage. . . . 1862. 
Dr. A. van Beisthem Gzn., Leeraar aan de Industrie- 
en Handelsschool te Enschedé 1863. 

D. B. Wisselink, Leeraar aan bet Gymnasium te 
Deventer 1863. 

L. Jansb. (Zie boven) 1863. 

J. W. Tesch. (Zie boven) 1863. 

B. P. Moors, Uker, te Breda 1863. 

G. Rmperman, te Nijmegen 1864. 

J. Kor8, te Groningen 1864. 

A. Kettner, te Amsterdam 1865. 

D. J. Korteweg, Leeraar aan de H. B. S. te Breda • 1865. 

M. C. Paraira, te Amsterdam 1865. 

A. van Lennep, te Amsterdam 1865. 

J. Verslüts. (Zie boven) 1865. 

J. J. Roelants, Ingenieur van den Waterstaat, te 

Amsterdam 1865. 



Digitized by VjOOQ IC 



— 8 — 

P. H. van der Let, Leeraar aan de Ryks Kweekschool 

te Haarlem 1805. 

L. van Zanten. (Zie boven) 1865. 

E. J. Scboemaker, Ie Haarlem 1865. 

Dr. H. Onnen. (Zie boven) ........ 1805. 

J. 2. Suyver, Leeraar in de Zeevaarlkunde aan het 

Zeemanshuis te Amsterdam 1866. 

Dr. D. J. Voorzanger, Leeraar aan de H. B. 8. te 

Veendam 1866. 

J. D. Wijnkoop, te Amsterdam 1866. 

L. £. Asser, te Amsterdam 1866. 

Dr. A.T. van Aken, Directeur der H. B. S. te 's Gravenhage 1860. 

L. C. Boüriciüs, Neder la ndsch lndic 1866. 

J. Kiel, te Utrecht 1867. 

Dr. J. Nieuwenhujjzen Kruseman, Leeraar aan de 

H. B. S. te Amersfoort 1867. 

W. H. Wisselink , Leeraar aan de R. 11. B. S. te 

Heerenvecn 1867. 

Dr. A. Eece.n, te Oud- Karspel 1867. 

J. Timmer, Leeraar aan de H. B. S. voor Meisjes te 

Rotterdam 1867. 

Dr. H. J. Rink, Leeraar aan de H. fi. S. te Delft . 1868. 
J. W. Weevers, Leeraar aan de H. B. S. te Zaandam. 1868. 

K. H. Wallien, te Amsterdam 1868. 

T. K. van Velsen, te '* Gravenhage 1868. 

D. Bosch. (Zie boven) 1869.' 

G. de Vries, te Amsterdam 1869. 

G. Knapper. (Zie boven) 1869. 

J'. H. Vaz Dias, ie Amsterdam 1869. 

Dr. S. R. J. van Schevichaven, Leeraar aan het Gymna • 

sium te Amsterdam 1869. 

S. de Jong, Hoofdonderwyzer Ie Haastrecht. . . . 1869. 
H, Japikse, Leeraar aan de H. B. S. te Goes . . . 1869: 

T. van Tun, (e Leiden 1870. 

Ch. Henges, te Amsterdam 1870. 

Dr. J. W. Huurling, te Vlaardingen ..... 1870. 

M. Ritter, te '* Gravenhage 1870. 

Ph, Rank, Hoofdonderwijzer te Amsterdam. . . . 1870. 



Digitized by VjOOQ IC 



J. Th. Cattie, Leeraar aan de H. B. S. U Arnhem . 1871. 
Dr. G. Schouten, Leeraar aan de H. B. S. te Kampen. 1871. 

P. G. F. Frowein, te Amsterdam 1871. 

D. G. Brandsma, te Bohward . 18*71. 

Dr. A. Rütgers, Leeraar aan het Gymnasium Ie Brielle. 1871. 

D. H. Cogbebet, te Beteren 1871» 

C. Lelt, te Amsterdam ......... 187K 

J. G. Eger, te Doetinchem 1871. 

T. Greydanus, Leeraar aan de H. B. S. voor Meisje* 

te Groningen 1871 • 

Dr. F. de Boer, Leeraar aan de H. B. 8. te Deventer. 1871. 

A. Sissingh , Directeur der Zeevaartkundige School te 
Rotterdam '. . . 1871. 

F. A. Schgurmaks, te Amsterdam 1872. 

F. G. A. Manders, te Amsterdam 1872. 

B. P. van Cittert, te Amsterdam 1872. 

G. J. J. Ninck Blok, Leeraar aan de R. H. B. S. te Zwolle. 1872. 

F. J. van Buuren, te Schiedam 1872. 

H. W. de Graaf, te Amsterdam 1872. 

G. J. D. Mounier, te Leiden 1872. 

C. de Haas Jbzn. , Leeraar aan de Zeevaartkundige 
School (e Rotterdam 1872. 

J. A. Bientjes , Leeraar aan de H. B. S. voor Meisjes * 

te Amsterdam 1872. 

H. A. Lorentz, Leeraar aan de B. A. te Arnhem . 1872. 
Dr. Y. A. Jüliüs, Leeraar aan de R. H. B. S. te Roermond 1873. 

H. Bbbns, te Amsterdam . 1873* 

L. van der Est, (e Amsterdam 1873. 

Dr. W. Kapteyn, Leeraar aan de H. B. S. te Maastricht 1873. 
J. J. Brdtel de la Rivièrb, te Haarlem . . ; . 1873. 
A. N. Godefroy, Architect te Amsterdam .... 1873. 

J. R. Escher, te Leiden 1873. 

Dr. F. van Wageningen, IJker te Zwolle .... 1873. 

T. B. van Wettüm , te Leiden 1873. 

A. P. van Schiefgaardb , te Leiden 1873 « 

F. A. T. Delprat, Generaal-Majoor te Amsterdam. . 1873. 

Dr. J. de Jongb, te Leiden 1874. 

X. Bes, te Leiden 1874 v 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ LC 



WISRUNSTIGE OPGAVEN 

HET EAEE 

ONTBINDINGEN. 



I. Voorstel. 

DOCT W. VAN ÜAARST. 

Als de prqjectiên van een bol, de doorgangen van een vlak 
dal den bol snijdt en de prqjectiên eener lijn in dat vlak gegeven 
zijn , begeert men in dat zelfde vlak eene raahlijn aan den bol 
te trekken evenwijdig met de gegeven lijn » zonder daarbij de 
doorsnede neder te slaan. 

Opgelost door A. Ebcen, W. van Haarst, A. Bbnthbm Ge. 
en W. H. Wisselwk. 

Oplossing van A. Eecen. 

Zq , zie fig. 1 , (M' f M') het middelpunt van den gegeven 
bol, (POS) het gegeven vlak en (B'C\B 9 C) de gegeven lijn 
in dit vlak. Construeert men nu den omhullings cylinder, welks 
beschrijvende lyn evenwijdig aan de gegeven (B'C\ B W C) is , 
dan voldoet iedere beschrijvende lijn van dezen cylinder aan 
de voorwaarden, dat zij den bol raakt en evenwijdig is aan 
de gegeven lijn. De lijnen, welke bij gevolg het gegeven vlak 
(PQS) gemeen heeft met dit cylinder- vlak, zyn de te zoeken 
lijnen. Om deze lijnen te conslrueeren, zoekt men den door- 
gang van het cylinder-vlak met het horizontale vlak. Deze 
doorgang zal eene ellips zijn, welke (zooals duidelijk in de 
constructie ziglbaar is) de lijn AI) tot groote en de lijn 
EF, gelyk de middellijn van den bol , tol kleine as heeft. 
De snijpunten van den doorgang (OS) met de ellips bepalen dus 
de doorgangen van de te zoeken lijnen met het horizontale 
vlak. Deze punten zijn hier G en H. Trekt men derhalve 
uil deze punten lijnen evenwijdig aan de gegeven lijn (B'C, B 9 C) 9 
dan heeft men de begeerde. Deze lijnen zijn hier niet ge- 
trokken, om de figuur niet noodeloos onduidelijk te maken. 

I 
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2 W1SKÜNSTIGE 

Zonder de ellips , waarvan de assen AD en EF zijn 9 te 
trekken , kan men toch de snypunlen met den doorgang 
(OS) bepalen. Zie hierover Briot, Legoni de geometrie ana- 
lytiqu; p. 136. 

II. Voorstel, 

Door W. van Haarst. 

Een bol i$ door sijne prqjectiën gegeven. Vrage naar de 
prqjectiên eener koorde van gegeven lengte, welke evenwijdig 
loopt met eene gegeven lijn, en wier midden eene gegeven 
hoogte boven het horizontale vlak heeft. 

Opgelost door W. var Haarst, A. Ebcbn , A. Bbntbbh Gz. 
en W. H. Wisselink. 

Oplossing van W. van Haarst. 
Laat, (zie fig. 2), M^ het middelpunt des bols, ab de 
helft der gegevene koorde iyn; beschrijven wij dan op den 
straal aM i des bols een' halven cirkel, en zeilen wy daarin 
ab als koorde uit, dan moeten biykbaar alle koorden van de 
gegevene lengte zich op den afstand bM t van het middel- 
punt des bols verwijderen. Beschrijven wtj derhalve, met 
bM i als straal, om B i en M % ais middelpunten, cirkels, dan 
kunnen wy deze beschouwen als de projeclien oens bols , 
van alle welks raaklijnen door hel oppervlak van den gegeven' 
bol koorden worden afgesneden, welke alle de gegevene lengte 
hebben. De gevraagde koorde zal al zoo eene raaklijn aan 
den kleinen bol moeten zyn. Als nu f % g v fo % de gegevene 
lijn is, waarmede de koorde evenwijdig moei zyn en gevolge- 
lyk ook de raaklyn aan den binnensten bol, zoo zullen na- 
tuurlyk de raakpunten van alle daarmede evenwijdige raaklynen 
in een vlak liggen, dat, door het middelpunt des bols gaande, 
de gegevene lijn loodregt snydl. Dat vlak is hier B t BB r 
Het raakpunt der bedoelde raaklyn, dat is, het midden der 
gevraagde koorde, moet alzoo in het vlak B % BB t liggen. Haar 
het midden dier koorde moet tevens op den gegeven' afstand 
AjA, boven het horizontale vlak, en derhalve in hel vlak AA t 
gelegen zijn, dat den kleinen bol volgens een' cirkel snijdt, 
welks middellijn ov 9 en welks horizontale projectie alzoo 
de om M A met \ov beschreven cirkel zal wezen. Nu worden 
de projectiên van het raakpunt of midden gemakkelyk be- 
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paakJ. Immers daër dit punt ia beide Wakken AA en E K ÈB % 
moet liggen, zal het een punt moeten zijn van de onderlinge 
doorsnede h^h^ dezer vlakken; maar dewyl het punt op 
den kleinen bol moet liggen, moet bet een punt van de door- 
snede van het vlak AA met dien bol zyn. Blijkbaar zijn 
er dus twee zulke punten, en wel m i m Ê en n { n r Trekken 
wy alzoo door deze punten lijnen evenwijdig met f i g v fa* dan 
zijn daardoor de raaklijnen gevonden, van welke de gevraagde 
koorden worden afgesneden, en wij zullen nog slechts de 
punten behoeven te bepalen, waarin zij den gegeven bol snijden. 
Daar ons echter de lengte der koorden bekend is» vinden wy 
derzelver projecliën gemakkelijk. Wij slaan daartoe de eene 
raaklyn CJ i9 C 4 / 4 om hare horizontale projectie neer, dan 
komt het raakpunt in n, nemen vervolgens dn = ab en trek- 
ken dr { ; door dan fi t *| = m i p i = m i q i = n l v i te nemen, 
worden de horizontale en dus ook de verticale projecliën 
ftit fe» *"* <>n h gevonden. 

III. YoORStIL 

Door W. var Haarst. 

Een eubus ie in zulk een stand geprqjeeteerd, dat ééne tijner 
ribben in hei horizontale vlak ligt en de zijvlakken, welke 
deze ribbe gemeen hebben, gelijke hoeken mei dat vlak maken. 
Vervolgens is om één der hoogste hoekpunten als middelpunt 
met eene ribbe als straal een bol beschreven. Men verlangt 
de doorsnede van den eubus met den bol te prqjecteeren. 

Opgelost door W. van IIaarst, C. J. Boltbw, A. Buirai G*. 
en A. Ebceh. 

Oplossing van W. van Haabst. 

Om eerst den kubus in den begeerden stand te projecteeren, 
nemen wij aan, (zie fig. 3), dat de ribbe, die in het horizon- 
tale vlak ligt, C x G i% C a G a is, zoodat C i G i de werkelijke 
lengte der ribbe voorstelt. Trekken wij dan {F { H { ) loodregt 
op Cfi i$ en nemen wij FF t = F i G i = H i G i •=zHU i = 
aG i9 terwijl ab = bG { is, dan zal, als wy FG i en HG i 
trekken, en vervolgens EF = EH = FG X maken, hel kwa- 
draat EFG^H kunnen beschouwd worden als hel neergeslagen 
zijvlak van den kubus, en wij vinden alzoo de hoogte van 
de hoekpunten E, F en ü boven hel horizontale vlak, zoodat 
dos B v *i en "* hunne verticale projecliën zyn, maar de 
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hoekpunten A t B en D hebben dezelfde hoogten, en hunne 
verticale projectiën zijn dus mede bekend. y4 i B i C i D il E i F i G i H l , 
J^B^D^F^H^ is alzoo de kubus in zijn' bedoelden stand. 
Beschreven wij nu, met A i G i als straal, om de punten £ 2 eu 
E i als middelpunten, cirkels, dan kan men deze als de projec- 
tiën des bedoelden bols beschouwen. Blijkbaar moeten de punten 
A K A V F t F % en B f H % op hel oppervlak des bols liggen, waaruit 
volgt, dat de zijvlakken A i B i C i D v A % B^D %% B i C l G i F {t 
B* C * G *F* ^n C^H^ CJ) t H % G t elk slechts één van die 
drie punten met hel oppervlak des bols gemeen hebben, en 
waarvan dus alle overige punten builen den bol liggen. De 
doorsnede moet alzoo in de drie overige zijvlakken gelegen 
zijn. Om die van het zyvlak E l F t G i H i , EJF^G^H^ met den 
bol te bepalen, kunnen wij van EFGR gebruik maken. Want 
door om E 9 met EF als straal, een' cirkel te beschrijven, is 
deze de neergeslagen doorsnede, eu men kan dus zooveel 
punten projecteeren als men verkiest. Hier zijn de punten c 
en d en e genomen, wier projectiën c { c^ d t d it e 4 c f zijn. Om 
de doorsneden van de beide andere vlakken met den bol te 
vinden , brengen wij vlakken, evenwijdig met het horizontale 
vlak, door den kubus en den bol, dan zullen zy' deu eersten 
volgens reglhoeken, die gemakkelijk geconstrueerd worden en 
den laalsten volgens cirkels snijden, die men even gemakkelyk 
vindt. Hier zijn alzoo de punten / t / 4t m 4 ro 3 , rfo en s { 8 % be- 
paald. De behoorlijke vereeniging dier punten geeft de ver- 
ïaBgde doorsnede. 

IV. Voorstel. 

BOOT W. VAN ÜAAR8T. 

De coördinaten te bepalen van het chordaalpunt van drie 
cirkels, wier vergelijkingen gegeven zijn. 

Opgelost door C. J. Bolten, A. Benthem Gz, W. H. 
Wisselink , W. van Haarst en A. Eecen. 

Oplossing van C. J. Boltbn. 

Laten de vergelijkingen der drie gegeven cirkels zijn: 

(*-a)* -4-(»-ft? =r* (1) 

(*-« i ) l + (»-*iJ i =r l » (2) 

en (s-a,)S-Hy-& 9 )* = r 2 3 (3) 

Dan wordt de vergelijking der chordaal van twee dier cir- 
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kels gevonden , door derzelvor vergelijkingen van elkander af 
(e trekken. 

Wij vinden dus voor de vergelijking der chordaal van de 
cirkels (2) en (I), 

2(^-0)* + 2(6,- % = (r*-a*-&*)— (r^-^-W*) 
eu van de cirkels (3) en (1), 
2(03—0)* + 2(/v- b)y =(r«- o*- 6*)-(f*«— o**— V)-(Ö 

Wij vinden de coördinaten van het snijpunt dezer twee 
chordalen of van hel chordaalpunl der drie gegevene cirkels 
door de waarden van * en y uit de twee laatste vergelij- 
kingen op te lossen. 

Vermenigvuldigen wij daartoe (4) mei (o^ — o) en (5) met 
(o t — o) en nemende alsdan hel verschil dezer vergelijkingen, 
dan verkrijgen wij , 

2 f (0,-0)^- b) - (v- a)( V- 6)} y = 
= («»-«)((f*-^-* i )-(r l *-« J »-6 l «)}.... 
....-(a f -tt){(i«-a«-.*^-(V— o.»— V)}. 
waaruil na herleiding, 

y = 

2 {a(ft, — M — *i (»t — *) + «•(*« - *)) 
Op gelijke wijze uit de vergelijkingen (4) en (5) y elimi- 
nerende , door de eersle mei (6 3 — b) en de laatste mei 
(6 4 — 0) ie vermenigvuldigen en vervolgens het verschil te 
nemen , vinden wij na herleiding 

x = 

2(-a(^-6 1 ) + a 1 (6 a -6)-o a (6 1 -6)} 
waardoor dus de gevraagde coördinaten bekend zijn. 

De gevonden waarden voor s en y kunnen echter zeer ver- 
eenvoudigd worden, door aan ie nemen, dat een der coördi- 
nalenassen, bijv. die der *, door de middelpunten der cirkels 
(1) en (2) en alsdan de andere of die der y 9 door het mid- 
delpunt van den cirkel (1) gaat, waardoor aan de algemeen* 
heid der oplossing niets wordt te kort gedaan. 

In dat geval worden 

o = 0, 6 = en b i = 0, 
waardoor de gevonden waarden overgaan in : 
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f - 2a,6, 

__ a t (r« — r,« + «,» + 6,») - o, (tf - f ,* + «^J 
~~ 2o,6, 

«•- 25a * 

ZjjQ de slralen der drie cirkels gelyk of r ss. r, = r, , dan 
wordt, 

M"»'-i-V)— «W ,. »»* 4- 6,«-a 1 «, 
f 2o,6, 26, 

a,«6, • 

en *=2il*7= ia «- 

V. Voorstel. 
Door W. van Haabst. 

Men vraagt te bewjjzen, dat het chordaalpunt van drie ge- 
lijke cirkels tevens het middelpunt is van een cirkel welke 
omtrek door de middelpunten van gezegde cirkels heengaat* 

Opgelost door A. Benthbm Gz., C. J. Bolthh, W. H. 
Wissbmnk, W. var Haarst en A. Eecen. 

Oplossing van A. Benthe* Gz. 
Nemen wy het middelpunt der centraal-lyn , die twee der 
middelpunten m t en m % verbindt t tol oorsprong van een 
rechthoekig coördinaten-stelsel aan en die centraal-Iyn zelve 
tot as der abscissen, dan zijn de vergelijkingen der cirkels, in 
de onderstelling dal de coördinaten der middelpunten zy'n : 

(—«,0), (fl.O) en (p, q), 

(#+a)«+y*=r* <#— a)*+y*= r*en (* -/>)•+(» - $)*= r* 

De vergelyking van de chordaaWijn der beide eersten is: 

# = 0, 

die van den eersten en den derden: 

2jp (p -h a)-h 2qy = f? + 5 1 - <** i 
dus zijn de coördinaten van het chordaalpunt .- 

p 1 — a* 
* = O en y = — — + i?. 
2 9 
De afstanden van dit punt tol m i en m, zyn onderling 

en elk gelijk aan: ^ + pL^ + è J| 
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en de afstand tot bet derde middelpunt (pq) is: 

De ontwikkeling geeft voor beide waarden: 

derhalve is het chordaal-punt op gelijken afstand van de drie 
middelpunten verwijderd. 

Oplossikg van W. H. Wisselink. 

Nemen we ia de oplossing der vorige opgave rssf-jssr*» 
dan vindt men voor de coördinaten van het chordaalpunt: 

s = \a en y=^(aj f + 6*— aaj .... (*). 

Stellen we na den cirkel , die door de middelpunten der 
drie gelyke cirkels gaat, voor door: 

dan gaat deze door de punten (0, 0),(a,0) en (a t , 6). 
Wij hebben dus: 

(0-^ + (0-*)» = J*«, 

Uit deze drie vergelijkingen A ea B oplossende, vinden wy: 

B =é ia * + *~ aaih 

zijnde de coördinaten van hel middelpunt des cirkels, welks 
omtrek door de middelpunten der drie cirkels gaat. Daar 
deze coördinaten blijkens («) geheel overeenstemmen met die 
van het chordaalpunt, blykt daaruit de waarheid der stelling. 
Ahdeb bewu8. Hemen we in aanmerking, dat de raaklynen 
uit het chordaalpunt aan drie cirkels even lang zyn, zoo volgt 
daaruit onmiddelyk, dat, wanneer die drie cirkels gelyk zyn, 
de afstanden van het chordaalpunt tot hel middelpunt van 
elk der drie cirkels onderling gelijk zyn, m. a. w. dat een 
cirkel uit het chordaalpunt als middelpunt met een straal, 
gelijk aan den afstand van dat punt tot het middelpunt van 
één der drie gelyke cirkels beschreven, tevens door de mid- 
delpunten der beide andere cirkels zal gaan. 
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VI. Voorstel. 
Door W. vak Haabst. 
Op een voetstuk , dat de gedaante van een regthoek heeft , 
slaan loodregt drie stijlen op 6, 5 en 8 duim af stands van 
eene langste en in deselfde volgorde genomen op 7 , 3 en 17 
duim van eene kortste zijde, terwijl hunne lengten respectie- 
velijk bedragen 12, 4 en 1 cffwm. Dose «ffffen ondersteunen 
een cirkel. Men begeert den inhoud der ellips te bepalen 
welke de projectie is van den cirkel op het voetstuk. 

Opgelost door W. van Haabst, A. Beihthbm Gz., W. H. 
Wisselink en A. Eecen. 

Oplossing van W. van Haabst. 
Beschouwen wy de boveneinden der stijlen als ponten in 
de ruimte , dan kannen wy aannemen, dal 6, 7 en 12 de 
coördinaten van A t 5 , 3 , 4 die van B en 8, 17 en 1 die 
van C zyn. Men vindt dan terstond voor de onderlinge af- 
standen dier punten 

^ = ^{(8-6)* + (7 -3)* + (12 -4)»} = 9, 
^C=^{(8 — 6)*-H17-7)*+(12-l)*} = 15 
en flC = Kf(8 — 5) f + (17 — 3)* + (4 — 1)«}= 214 
en dan zal blijkbaar de om den driehoek ABC beschreven 
cirkel de bedoelde zyn. Zyn straal R noemende, is 

fl* = 
81x223x214 

(9+-16+|/2l4)(16-M/214— 9)(ö— 15+|/2l4)(9+15-v/ 2 l*j 

135» X 214 Mmnnm . . „ . 
= rjrr — 770-== 60,5275 vierk. duimen 

en alzoo de inhoud van dien cirkel 

lftr = 60,5275x3,14159 =1,90152588725 vierk. palmen. 
Zij nu de vergelyking van het vlak, waarin de cirkel ligt, 
* + ^yH-£s-hC = 0, 
dan hebben wij, daar de punten A % B en C in dit vlak lig- 
gen, de drie vergelijkingen 

64- 7^-h 12£ + C = 0, 

6+ 3^-h 4tf+C=0 

en 8 + 17^+ B + C—0. 

Hel vijfvoud van het verschil der beide eerste is dan 

5 + 20^4-400 = 

en het dubbel van het verschil der eerste en der derde wordt 
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4 + 20># — 22B — 0. 
Hel verschil van deze beide is 

1 +-02fl = O, dus B = — '/e,; 
en daardoor wordl 

Hel bedoelde vlak is bijgevolg 
*— "/tuV— V«!-4 M / m =°o f » 24 *— 27y-2s-531=0. 

Stellen wy nu den hoek , dien dil vlak niet hel vlak sy 
maakt , door a voor, dan wordl, zooals bekend is, 

C " ' = ± ^0*4» + 27*4- 2») = ÏTïlïw = °' 0167678 - 

En dewijl inh. projectie gelyk is aan den inhoud des cir- 
kels, vermenigvuldigd roet den cosinus van den hoek, dien 
het vlak des cirkels met dat der projectie maakt , vinden wij 
Inh. projectie =2,9964 vierk. duimen. 

VII. Voorstel. 

Door W. van Haarst. 

Vroge meetkundig te bewijzen, dot voor A+B + C = 180°t 

Sin 2A + Sin 2B -+- Sin 2(7 = 4 Sin J. Sin B. Sin C. 
Opgelost door A. Bbnthem Gz., W. H. Wisselipik en 
W. vaw Haarst. 

Oplossing van A. Benthbm Gz. 

In de leerboeken der Trigonometrie vindt men meetkundig 
bewezen, dat de inhoud van een driehoek PQR gelijk is aan 
JPQ x PR X Sin P. 

Beschryft men dan om een driehoek ABC een cirkel, wiens 
middelpunt zij O, wiens straal zij R, dan is: 
2A ABC = R* {Sin 2A + Sin %B + Sin 2(7). 

Haar nu is ook 

Ar Br 
2A ABC = AC x BC X Sin C = 4 X~-X yXSïnC 

£mm AC BC „ . „ 

= ir x T x 

= ïR*xSinBxSinAx Sin C , 
derhalve 

Sin2A + Sin2B + Sin2C =. 4 Sin A x Sin B X Sin C. 
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VIII. Voorstel. 
Dwr W. vak Haarst. 
Vrage meetkundig te bewijzen, dat voor A + B+ C = 180°: 
Tang A+ TangB + TangC — TangA.Tang B.Tang C. 
Opgelost door A. Ebcek, A. Benthbh Ge., W. B. Wiss blink 
en W. yah Haarst. 

Oplossing van A. Eecen, 

AE BH . 
(Zie fig,4) Uit A AMEc/> A HMB volgt -g-=fjï= Tang A. 

BF CK 
Dit A BMF «j A KMC volgl —= — = TangB. 

Dit A DMG t« A LMC volgt ^- = ^ = Ta»? <7. 

Dit A MBH to A MPK volgt KP = BH x-^-i MP = MB X -j- 

CK „^ „„ CK 
Dit A MBB t/j A COK volgt OK = MH x -^-; CO = BB X -g- 

derhalve, daar CO// en = PL. 

MK CK 

CL = KP+OK = BBX^H-MHx^- 

CK MK 

ML = PL — MP==BHx•Jp-MHx- s - 
BBx™xML+MBX^XML=BBx^xCL--MHx™xCL 
^xMLxMP+gxMLxMP^^xCLxMP-g-xMLxMP 

Ï|XMLXMP + ^XMLXMP + ^X1ILXMP = 
BH CK CL ' Mö 

s =H x E x iL x,,lx " 

BH CK CL _BH CK CL 
MH + MK + ML ~ MH X MK X ML 
Tang A -h Tang B + ïfcfip C — Tang A X Tang B X Tang C 

Aanmerking van W. van Uaarst. 
Wanneer 

A + B + C=z\W t is Tang C= — Tang (4+jB).... 
substitueereade deze waarden, verkrijgen wij; 
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Tang(B + q+Tang (A + C)+ Tang {4 + B) — 
= Tang (B + C) Tang{A + C) Tang (d + B) % 
derhalve, daar 

(A + B) + (B + C) + {A + C)z=2(J+B + C)= 380°, 
gaat deze stelling ook door voor het geval dat 

^' + £' + £' = 800°, 
zoodat 
Tang A' + Tang B' + Tang C' =zTang A'xTang B' x TangC- 

IX. Voorstel. 
Door D. Bierefts de Haan. 
Men vraagt de differentiaal-vergelijking 

ay^f +b( d l\* 2 d l 

y <fe* ^ \ds) — K^H-'V* 
te integreeren. 
Opgelost door D. Bierbns oe Haan en W. van Haarst. 

Oplossing mm D. Bibrens de Haan. 
8tel eerst y = e« , waaruit volgt 

dy_ du <PV ^„((dux* d*u\ 
ds~ ds'd**~ \W + d?/ 
dan wordt de gegevene vergelyking 

waarin na de feclor van ~ verdwenen is en nergens meer de ti 

du 
zelve voorkomt. Derhalve kan men —=» stellen, waaruil 

as 

zoodat men verkrijgt: 

• £ + (« + *)* = J^^v (1) 

eene differentiaal vergelijking der eerste orde. 

Om deze te integreeren, neme men eerst 1/0* + ** zz e* +s (2) 
waarin s nu de nieuwe onafhankelijk veranderlijke moet 
worden: daaruit volgt 

ds d% -e . e 1 + s» 
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zoodal (I) wordt -± +ï±± t *°( i + * ) = iL 
ds a 2 \ 5*/ as 

„ dv v a+ ft / 1 \ 

of s+^tt-'O-'-;?) (3) 

Ten einde het eerste lid tot een enkelen term Ie herleiden, 
stelle men 0-"« = *«7, waarin w een nieuwe onafhankelijke 
veranderlijke is: daaruit volgt wederom 

. dv dw 

— ar « - * -- = w -f- s— 
as ds 

en hiermede wordt (3) 

/ , dw\ (a + *)c, .i- 1 /. 1\ 

of -«, «d„ = ijr_i , '(i + -,]<**, 

zoodat de veranderlijken gescheiden z(jn, en nu kan men 
rechtstreeks inlegreeren: 

(1_X -1- X i 

* « s *\ 

7n zrn 

a a 

Nu volgt hieruit 
of door invoering der substitutie (2), daar es = v/c* -+- *» — * , 



dus - = j/c* + ** + x is , 

, J^C* +*»—*( « 4-6 — r 

•-'«^l r— f -oT^i^'h-**- 

en nu , /• , 

ly =r u = / w»* 
= C +f ■ rf ' 

H ë rSïZtW 



+■*»)— as) 



V , e ƒ ~~ V +**+a#;(5) 
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a* — 1 
als men den factor -r onder de willekeurige standvas- 
tige C K opneemt. Deze vergelyking tusschen » en y bevat 
twee willekeurige standvastigen en is dus de algemeene inte- 
graal van de voorgestelde differentiaal-vergelijking. 
Zy geldt niet meer 1°. voor a = 1; dan wordt de laatste term 

fdx 
van (5) 0/ —; maar dan is ook de integratie in (4) niet meer 

waar. De vergelijking wordt dan — dw=z — -— f-H — -)dz 9 
zoodat de integratie hier geeft 
-«=-^(/ 5 -^),derhalve-=-^^(-^2/ 5 ), 

fvc 



waarml u = Ivds 



2 de 



>+*)*ƒ 









Vervolgens geldt de integraal (5) niet meer 2° voor l> = — a, 

dv 1 

maar in dit geval wordt reeds a — = , è » u , in welke 

ds v(c* + * 1 ) 

vergelyking de veranderlijken gescheiden zyn, en die dadelijk 

door integratie levert 

/. ft -f- ai v = J. , dus is fttf = - — — 

c c 

derhalve 

/. y t=jvd* = -rzLjd** f/V c% + ** ~ *' 

Ten slotle geldt de integraal (5) evenmin voor 3° c = , 
alsdan wordt (1) 

dv v 

ar x 

Stel hierin t; = ~, dan wordt — = . — , derhalve na ver- 

z ds z* dx 

menigvuldiging met **: 



Digitized by VjOOQ IC 



14 W18KURSTIGE 

— o--+(4 + 6)=-s 

eene lineaire differentiaal-vergelijking van de eerste orde, wier 
integraal is 






zoodat eindelijk 

wanneer men den factor a in de willekeurige standvastige 
C K opneemt, 

X. VOOBSTEL. 

Door D. Bierbks bb Haam. 
Wordt gevraagd de differentiaal -vergelijking 



*»><■(#-— 



te integreeren. 

Opgblost door D. Bierbks ob Haan en W. van Naarst. 

Oplossing van D. Bibrens de Haan. 

dB 
Indien men y = — slelt (1), volgt daaruit 



dy _dy ds dy 

ds*~ ds' dz~~ * ds 
en door haar te differentiëren, verkrijgt men 

d?~ y ds*dz*dx'dxdz~ y ds* + V [dsl ' 

dy fPy 
Lost men uit deze vergelijkingen ƒ en t^ op, zoo komt er 

ds~yds ds*~ y'Vdi* KdJ J' 
welke waarden men nu in de voorgestelde vergelijking kan 
substitueren, zoodat zij wordt 

*S-GËT— — • « 
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Ten einde deze (e kunnen integreeren , ga men orer lot 
differentiaal-vergelijkingen van hooger orde ; differentieer baar 
daartoe naar s, zoo wordt 

2.^+2^ ^-2^ ^-2#^=2»^-2*»=0(3.) 

of 0-*=° (8b> 

Differentieer nog eens naar s en dan komt er 

*?•*-*» f- ° W 

Yan deze is de algeraeene integraal bekend 

l^zCf +Cter ë +C 9 Sins + CtCo$s . . • (5) 
maar daarin komen twee willekeurige standvastigen te veel voor, 
om ze als integraal voor onze differentiaalvergelijking der 
tweede orde te kunnen gebruiken: deze moeten dus vooreerst 
bepaald of geëlimineerd worden. 
Nu volgt uit (1) en (5) 
g =r ƒ yd* = C + C K * — Cf- — C z Co$z + C k Sin s 

eD *l = Cf — Cf— — CtCo$* + C A Sin* 
ds* 

of daar — = *(* b )» zoo volgt dat C = en wordt derhalve 
ds 8 

s = C { * — Cf- — C.CMs + C^Sins. . . (6) 
Substitueert men nu deze gevonden waarden van s en y in 
de vergelijking (3»), zoo heeft men: 

0=2 {C t * -h Cf— + C 9 Sins + C A Co$*) x 
(C { * + Cf— — C t Coss — C A SHns) 

— {Ci* — Cf~ 9 + C 9 Co$s — C A Sin*p 

— (Ct* — Cf- 9 — C, <7<w s + (7 4 5*n s) 1 
= 2[((V* + <>-')* — (C.&ns+^ftws)*] 
- 2[(^c« — Cf- )* + (tf, Ctes — tf 4 Sin*)*] 

= 2[4<7 € C a - ((7.» + C 4 )« (ów* s + Co* *)] 

= 2[4(7 1 C 1 ~C I * — C 4 «] (7) 

als voorwaarde tusschen de vier willekeurige standvastigen. 
Om aan te toonen, dat deze voor ons doel genoegzaam is, 
bepale men uit (5) en (6) s + y en # — y; dit geeft 
# + y = 2(<V +C A Sins) 9 s — y=z — 2{Cf—+C 9 CosM) 
en hieruit leidt men dadelgk af 
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(l±l^)V(^^) 1 =4( &B .. + Co.».)=4. (8) 

Verder vindt men nog 

(y — Cf — C#- •)* + (» — Cf + CjrV 
= (&>* + Cf) (Sin* * + rai's) = 4C f C t 
als men ten slotte de voorwaarde (7) gebruikt : deze geeft na 
achtereenvolgende herleiding 

8ft^=2[y 1 -2y(C 1 e«+C , a «-0 + (C 1 , ^4-C i t e — *) 
+ 2^ + ** — 2s(C 1 c-(7 a e-M+(C 1 ï ^ + ^ 9 ^*)-2(7 1 C r f ] 
= 2(**^-y , )— 4(*4-y)C 1 ^4-4(*-y)C r i e-+4(C 1 J ^-h<7 a »ér-**) 
= (*+y-2C i e')*+(*-y+2<V-' )'=2(C 8 >+<V) (9) 
als men wederom naar (7) 4(7^ door (C 8 * -f £ 4 *) vervangt. 
En nu geven (8) en (9) 

x + y — 2Cf =C 9 i/2, s — y + 2Cter-'=:C 4 i/2, 
waaruit verder volgt 

(*+y-C z is2)(s-y-C^) = -W l Ci = -(C 9 * + CS), 
als men nog eens de voorwaarde der vergelijking invoert. 

Door uilwerking verkrijgt deze den vorm 
*«_•/«— (# + y) 041/2,- («- y)Ca/2 + {CS+C k *)* = 
eene vergelijking tusschen s en y met twee willekeurige stand- 
va si igen: deze is dan de algeroeene integraal van de voorge- 
stelde differentiaal-vergelijking. 

XI. VOOBSTEL. 

Door J. Versluus. 

Bepaal den graad van het oppervlak, dat beschreven wordt 
door eene regie lijn, die glijdt langs drie kromme lijnen, wier 
graad respectievelijk p, q en r is. 

Opgelost door J. Vrrsluijs en A. Bekthem Gz. 
Oplossing van J. Versluus. 

De graad van het oppervlak wordt uitgedrukt door het 
aantal snijpunten van 't oppervlak met een willekeurige 
rechte lgn, dus ook door het aantal der beschrijvende lijnen, 
die een willekeurige rechte ontmoeten. Dit aantal is blijk- 
baar gelyk aan 't aantal snypunten van de kromme van den 
graad p met hel rechtlynige oppervlak, dat tot richtlijnen 
heeft de willekeurige rechte en de krommen van den graad 
9 en r ; dat is dus p maal den graad van het laatste opper- 
vlak. Om dezen graad te bepalen, merken wij weer op, dat 
hij gelijk is aan 't aantal snijpunten van de kromme van den 
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graad q met bet rechtlijnige oppervlak» dal tol richtlijnen 
beeft de kromroe van den graad r en twee willekeurige rechte 
lijnen; dat is dus q maal den graad van het laatstgenoemde 
oppervlak. 

Op dezelfde wijze is de graad van het oppervlak, dat tot 
richtlijnen beeft df kromme van den graad r en twee wille- 
keurige rechte lynen, geiyk aan het aantal snijpunten van die 
kromme van den ren graad, met het oppervlak, dal drie rechte 
lynen tot richtlijnen heeft; Dit oppervlak is van den 2« n graad, 
en heeft dus 2r snijpunten met de kromme van den r«n graad. 
De graad van het oorspronkelijke oppervlak is dus 
2rXqXp— 2pqr. 
XII. V o o fi 8 T I L, 
Door L. Hoefnagel. 

Vier geheels getallen te vinden, die eene gewone evenredig- 
heid uitmaken , zoodanig dat de som van de vierkanten der 
termen 35 minder is dan zes maal het product der uiterste 
of middelste termen, en dat het gedurig product der termen 
46656 bedraagt. 

Opgelost door W. van Haarst, C. J. Boltbn, W. B. Wis- 
skline, L. Hoefnagel en A. Bentbem Gz. 

Oplossing van W. van Haarst. 

Stellen wij de evenredigheid 

s:y = *:v , 
dan is vx = yz 

en dus ayzv = A 1 = yV = 46656 , 

waaruit v*=yz =216 

en volgens de opgave 

* f 4- y* + ** + v* + 35 = 6yz = 1296, 
derhalve s* -f- t>* •+- y* -+- z* = 1261. 

Trekken wij hiervan 2ps -+- 2ys = 864 
af, dan wordt {x — vf 4- (y — zf = 397. 

Indien wy nu aannemen dal # — v grooter is dan y — s, dan 
moet * — v ) 14 en (20 zijn. Dewijl voorts de som van twee 
kwadraten op 7 moet uilgaan en een kwadraat niet anders dan 0, 
1» 4, 5, 6 of 9 tot laatste cijfer kan hebben, zoo volgl daaruit, 
dat by het eene kwadraat 1 en by het andere 6 op de plaats 
der eenheden moet staan. Maar daarvoor kan de wortel alleen 
op 1 , 9, 4 of 6 eindigen en aangezien s — v tusscben 14 en 

% 
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20 ligt» zoo moet deze wortel 16 oP 19 zyn. Daar echter 
de rest mede een kwadraat moet wezen, zoo blijkt het 
dat # — t> = 19 

en by gevolg y — s = 6 

is. Nu is dan 

(* — v?+tvs = (s + v)*=z 1225 of *4-i> = 35, 
waardoor % = 27 en v = 8 

wordt en 

(y - *)* + 4ys = (y -h *)* = 900 of y +- % = 30, 
zoodat y= 18 en s = 12 

is. De gevraagde evenredigheid is alzoo 
27: 18=12:8. 

XIII. VOOBSTBL, 

Door wijlen J. van der Hoeven. 

Van het uiteinde B eener lijn AB begint een punt met een- 
parige snelheid naar A te bewegen , op denzelfden oogenblik 
dat die lijn met eene eenparige versnelde beweging om het punt 
A gaat draaijen. Indien nu het bewegende punt in A gekomen 
is, juist als de lijn eene geheele omwenteling volbragt heeft, 
zoo vraagt men f welke de rigling en resulteerende snelheid 
sijn zal in een willekeurig punt P van den weg , en in hoe- 
veel tijd het bewegende punt in P komt , alsmede in A. 

Opgelost door wijlen J. van der Hoeven, A. Bentbem Gz. 
en W. van Haarst. 

Oplossing van wijlen J. van der Hoeven. 

Onderstellen wy, (zie Fig. 5) dal B in C gekomen is ep 
dal alzoo P de plaats is waar hel bewegend punt zich be- 
vindt, stellen wij dan Z_BAP = 4>, AP = z; indien dan 
2*rr 

BC = en t de tijd is waarin met de versnelling e de 

geheele omtrek wordt afgelegd, zoo volgt \ct % =2*ren* = 

4*r 
y — ., evenzoo hebben wij, indien c, de snelheid is die het 
c 

punt op den straal AB = r heeft, cj = r of f = - =: y — , 

C\ c 

kwc * 
waaruit e=z — — voor de versnelling. 

Is nu in den tijd V het punt in C, zoo hehben wij BC= 
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— = 4^t* of — ss — i-tf , dal is - = — Ij 1 , 



maar 



dan is CPssr — j = a, jcoodal J,* ss. — T ss x 1 — ei> 

r* 2*f *r* 

jgevolgelijk n = - _ is. Nog is BC = — = 755 of 

2*r ^ 2«r 2*r r 1 ,2* r 

— ss$ en » ss -— , zoodat-— = ; n of— = 7 , 

das (r — %) % =.-— de vergelijking is vao den afgelegdeo weg. 

Nu zyn in P twee snelheden werkzaam, de eerste loodregt op 

40 / * iwc. % r — z 4jrc 4 (r — 1) _ , 

IC is c/|S= — *-, ss — 2 • , de andere volgens 

T Cm T 

PA gerigt en gelijk aan c { , mitsdien is de resulteerende snel- 
beid !/{*•+ ^ i-J =^[l-h Jr— ^-j 

of *| j/ft + —\ en de hoek *, dien zij met den voerslraal van 

het punt P maakt, is Sin * = — rr-— Hen heeft reeds 

t ss— hierboven, en men vindt ook u = — - - = 

-— - voor den tyd, waarin het punt in P komt. 
c \ 

XIV. V00R8TBL. 
Dow C. J. Mattbbs. 
'üü het middelpunt O van een cirkel met den straal r be- 
schreven, xjjn twee even lange lijtien OA = OB = a getrokken 
mier een hoek 2a. lYa<?* door constructie aan den omtrek 
eens cirkels een punt P zoodanig te bepalen , <faU £. APO en 
i.BPO elkanders supplementen zijn. 

Opgelost door C. J. Mattbbs, A. Beistbeb Gz, W. van 
Haarst, H. van Blanken en A. Eeceb. 

Oplossing van C. J. Mattbbs. 
Vereenig, (zie fig. 6), de doorsnijd iogspun ten D en E door 
eene regte lyn , en trek uil hel snijpunt C of C' dezer lyn 
met een cirkelboog, uit O met den straal a beschreven, naar 

2* 
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O de lyn CO of CO, zoo is P of P' het begeerde punt. 
Immers men heeft: 

ADOC<fiAPOA, dus LOCD = £(ttP; 
insgelijks A EOC ^ A POB , dus L OCE = [_ OBP ; 
bygevolg £.OAP = £.OBP, waaruit wederom volgt, dat om 
den vierhoek ABPO een cirkel kan worden beschreven, zoodat 
ook Z.APO = LABO = 90°-« 

= £.BAO = 180° — Z.BPO, 
en £.BPO = 90° + « is. L APO + L BPO = 180°. 
XV. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. *) 
Ah den hoek beteekent , welken de twee regie lijnen 
({, ro, n), (A, p, v), in trilineaire coördinaat-vergelijking ge- 
geven met elkander maken, wordt gevraagd naar het bewijs van 
„ M È l*+mt*+nv—(mv+nf*)CosA—{nW l*)Co$B—(lt*+mK)CosC 
(mr — n/ei) Sin A + (n\ — b) Sin B + (fr — mh) Sin C 
Opgelost door C. J. Matthes , H. van Blakker , A. Bent- 
heh Gz., W. van Haarst, W. U. Wisseline en A. Eecbn. 
Oplossing tan H. van Blanken. 
Hen stelle ma — lb = p, Ie — wa=r 9, pa — AA =rp'en Ac — >a 
= g'. Verder de hoeken, welke de gegeven lijnen maken 
met de lijn, die den hoek A middendoordeelt, =$en$', 
dan heeft men (zie Fbrrbrs, $ 17): 

P — Q p' — Q 1 

tang = £ — 2- tang IA en tang 0' =z— t — -, tang \A. Bier- 

P + q P -r- 9 

uil volgt, omdat $' — $ = 8 is, 

_ (i»/» , -t-99'+W'- | -f>'g)g< > » t i^H-(/»P'-<-W , -py-p'g)«» , <^ , 
20»'?— «')*»» \<iCot\d 

Cat . _ PP' ± «' ± (W' ± V'9) Co* * 



*) DU en de vijf volgende Voorstellen *yn ontleend een Fibrk&'s 
nieuwere Meetkunde, Hoofdstak I, Voorbeelden 8, 4, 5, 6 en Hoofdstak 
U, Voorbeelden 11 en 12. 
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0_A'C Sin(C + C') SinW S in (C + C) 
y ~~ A'B Sin (B + B') — Sin C' * Stn (B -f- B') 
_ SinCCotC'+CosC 
~ Sin B Co* B' + Co« B" 
Bijgevolg is de vergelijking der lijn AA 1 : 
(Sin B. Cot B' + (7o« B)/3 — (Sin C. CM C' + Cos C) y = 0. 
Evenzoo die van BB': 

(«fi C Cot C' -f- Cos C) y — (Stn k. Cot A' + Co* A) « = 
en van CC: 

(Sin k. Cot A ' -f- Cos A ) « — ( Sin B . CM B ' + Cos B) = 0. 
Dat elke dezer drie vergelijkingen in de beide overige opge- 
sloten ligt, is een bewys dat de regte lijnen één punt ge- 
meen hebben, namelijk 

U B y)» ( 5l ' nA ' SinW SinC ' ) 

\ » p» ^••Vsin(A-f.A') > S*n(B + B')'5fn(C + C'>A 

XVII. VOOBSTHL. 

Door C. J. Mattbes. 

Te bewijzen, dat de regie lijn, die het middelpunt van den 
cirkel, ingeschreven in den driehoek ABC, met het middelpunt 
van de zijde BC verbindt, evenwijdig loopt met de regte lijn 
welke het punt A verbindt met het aanrakingspunt van den 
aangeschreven cirkel, die de zijde BC uitwendig aanraakt. 

Opgelost door C. J. Mattbes, H. var Blanebü, W. H. 
Wisselink, A. Beüthbv Gz., J. A. Sandberg, W. var Haarst 
en A. Eecen. 

Oplossing van H. vak Blakker. 

Voor hel middelpunt van den ingeschreven cirkel heeft 
men « = 0:=y, en voor het middelpunt der zydeBC 4=0 
en 60 = cy. Hieruit volgt' voor de lyn , welke deze punten 
verbindt, (6 — c)* — 604-cy =0. (1) 

Laat de aangeschreven cirkel de z\jde BC in D aanraken , 

dan is CD = —?— en BD = — ^ . 

Hieruit volgt dat de coördinaten van het punt Dz!jn*=0, 

. a-i + c, a-f-6 — c t ... . . 

= r /, y = /, en bijgevolg de verge- 
lijking der lyn AD t+±Zl ? _ i^*±f y . . '(2) 
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Wanneer twee lijnen (l, m, ri) en (/', m', n') evenwijdig 
zullen zijn, dan moei men hebben 

(ro«' — tn'n) a + {nV — n'l) b + (/m' — l'm) e = 0. 
Neemt men nu / = b — c, m = — 6, n = c, V = 0, m' s= 

en n' = -2— , dan blijkt dat de coëffi- 
ciënten der vergelijkingen (1) en (2) aan de voorwaardes-ver- 
gelijking voldoen, en bijgevolg de lijnen evenwijdig zijn. 
XV11L Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Op de zijden BC, GA, AB van een driehoek ABC *ijn res- 
pectivelijk paren punten genomen, B 4 , C,; C,, A t ; A 8 , B 8 , 
\n dier voege dat de door snijding spunten van BC met B 8 C,, 
van CA met C f A s en van AB mef A t B| in ééne regte lijn lig- 
gen j BC J( CB 8 «agden elkander in L; CA 8 , AC, in M , AB, , 
BA, in N. T« bewijzen , dat AL , BM , CN door &n *e//de 
puiff P gaan. (Zie fig. 8.) 

Opgelost door C. J. Matthes, A. Beistbeh Gz., H. vak 
Blanker, W. vau Raarst, W. U. Wisselink en A. Eecen. 
Oplossing van C. J. Matthes. 

Laat de trilineaire coördinaten zijn van B f , (0, g i9 h { )\ 
van C„ (0, g' v A',); van C* (fc, 0, kj; van A* (ft, 0, A' t j; 
van A 8 , (/,, g 9 , 0); van B 8 , (ƒ'„ $',, 0): zoo vindt men toor 
de vergelijkingen 

van B 8 C, V's + (ïf% — «**) g'z = ; 

van C 4 A 8 r fo' 4 + (*g s — 0/,) h\ — ; 

van AjBj a^A'j + (0A, — yflf| ) /*, = 0. 

Wijders verkrijgt men voor de doorenijdingspunten 

yan BC met B.C, «, = 0,^ = --^ 
„CAmetC.A, „, = 0,^=-^ 

„ AB mei A S B, y, = 0, -^ = -A-. 

Zijn nu deze drie punten op ééne regte lijn gelegen, zoo 
moet er voldaan zijn aan de voorwaarde 

«Ar» — *i0»r 4 + *&#i — «A?» + «Ar» — *Ar t = ° » 
dal is in dit geval 

«Ar, +«Ar« = o of - fj'w'Wt + WaaWi - 0. 
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Haar men heeft tot vergelijkingen 
van BCj en B 3 C y£ — cth^ = en «0' 8 — 0/*, = ; 

„ CA, „ C,A ^,-(3/, = „ ph\ — y g ' i= Q; 
n AB, „ A t B &h l — 7 g l = „ y/* a _«V t = 0: 
bygevolg voor de doorsnijdingspunten 

L * — g — y 

y * 



M 



N 



SW'i **'i faV 

r _ « _ P 

*!*'* *ifi 9i*'% 



en voor de lijnen AL, BM, CN respeclivelijk : 
&*T* — rfti'z = 0; yfa'i - «?,*', = 0; tg^-fikf* = 0. 
De vraag is nu nog maar, of 

of in dit geval / a m 3 « 1 + ^m^, doch hiervoor vindt men na 
substitutie : — /aTaflW'aM'i + /aAjtf'iM i » 
hetgeen volgens de onderstelling =0 is. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Laten de doorsnijdingspunten gelegen zijn in de lyn (/, m, n), 
dan is de vergelijking der lyn B t C % l'* + mfi + ny = O t die 
der lijn C K A t U + m'P -j-ny^zO en die der lyn A % B % Ut 
-t-m0 + n'y=O. 

Hieruit volgt dat de vergelijking der Iyn BC* is Vot + ny 
= en die der lyn CB % Va + m(3 = 0. 

Voor het doorsnijdingspunt L heeft men dus 1'* = .— tnfi 
= — ny. 

Verder heeft men de vergelijking der lijn CA Z Ut + ro'0 = 
en de vergelijking der lijn AC K m'0 H- ny = 0. 

Voor hel doorsnydingspunt M heeft men dus br- m'j3 
= ny. 

Voorts is de vergelijking der lyn AB t mP + n'y — en 
die der lijn BA^ lx -f- n'y = 0. 

Hieruit volgt voor het doorsnijdingspunt N /<*= mfi = — n'y. 

De vergely king der lijn 4£ is bygevolg m|3 = «y , die der 
lyn BM Ut = ny en die der lyn CN Ut = m0. 

Deze drie lynen gaan dus door het punt i*=:ffi0 = *y, 
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dat met de lyn {l,m,n) ten opzigle van den assendriehoek 
harmonisch is gelegen. 

XIX. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Als de normaten eener kegelsnede, waarvan de trilineaire 
vergelijking A0? -+- py* + ya|3=:0» t inch hoekpunten van 
den assendriehoek door één zelfde punt gaan, is de vraag em 
te bewezen: dat de meetkundige plaats van het middelpunt der 
kegelmede bestaat uit de kromme, die tot vergelijking heeft 

■ftf^-r^+fcr' -••)+£(«•-*•> = . 

alsmede uit de drie regte lijnen, die de middelpunten der zijden 
van den assendriehoek onderling verbinden. 

Opgelost door C. J. Matthes , A. Benthem Gr , M. van 
Blanken en W. van Haabst. 

Oplossing van A. Berthbm Gz. 

De vergelijking -(*0 + py) = 7(Ay «+•>*) stelt eene lyn 
a o 

▼oor die gaat door bet snijpunt van de raaklynen aan de 

hoekpunten A en B en door het midden van AB ♦ derhalve 

eene roiddellyn. Bel middelpunt der kegelsnede zal bygevolg 

bepaald zyn door de vergelijkingen: 

-» + w) = 7; (Ar-M'«) = -(^ + A0). 
a o e 

Stellen wy nu r0 + #cy=:pa f dan is Ay-j-»*=pA en 
p* 4- A0 = pc , waaruit na oplossing volgt : 

A = ^(— a* + *0 + «7), M = ^(o«— *0 + cy) 

en r = ^r (o* + *0 — cy). Stellen wij kortheidshalve 

— o«+6p+oy = ^, a« — 60H-cy=* f oa + 60— cy=C f 

p^df »2? p(7 

dan is dus: A = ^-, , = _ enr = _, 

Volgens N°. GGXLV van het vorige Deel moet tusschen A, p 
en ' de betrekking: 
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bestaan; de 
deeling door 



bestaan; de subslitotie der gevonden waarden hierin geeft na 



-^^»--CV l )+Ti?(CV , --^ 1 * , )^-^ , * t -- B, ' 3l )= ( 1 ) 

d o c 

Nu is; iB*/3* — £V=— BC$ % — y % )+2aAB$ % ~~ 2aaCy*. 
K\enzooC*y*—A*x t =--CA(y l --* % )+2bpCy % —2bpA** 
en J*a*—B*P*=— AB(**—P*)+2cyA**— 2eyBp l . 

De substitutie dezer waarden in (I) geeft: 

— ?^JSqp«— y*)+2* % ABp*— 2**ACy*— - b BCA(y* - *») 

+2p*Bty^2pBA**--ÏCJB(**-p)+2y*CJ**-2y*CBp=0. 
e 

Voor deze kan men klaarblijkelijk schrijven: 

g0t_ y i) + J( y i_ # t) + ^(.t_pt)J ABC=0. 

Hieraan wordt voldaan door 

fO*_ y i) + J( y i«.t) + ï(«i-.jj«) = f 

^ = 0, fl = en C=0, 
zijnde de drie laatste vergelijkingen de vergel. van de lynen, 
die de middelpunten der zijden van den assen-driehoek verbin- 
den. (Vraagstuk CCXLH, vorig Deel). 

XX. Voorstel. 
Door C. J. Matches. 

Drie kegelsneden , die respectivelijk elk paar van de lijden 
eens driehoeks adnraken in de hoekpunten, welke die zijden 
met de derde zijde gemeen hebben , gaan allen door één zelfde 
punt. Te bewijzen : dat de drie raaklijnen in dat gemeen- 
schappelijk punt de zijden van den driehoek , die koorden zijn 
der respeetive kegelsneden , ontmoeten in punten op ééne regie 
lijn gelegen , op welke punten ook de andere 'raaklijnen aan- 
kopen, die, behalve de zijden des driehoeks , elk paar kegel" 
sneden gezamenlijk aanraken. 

Opgelost door C. J. Mattbes, H. van Blanken, 4. Bent- 
hem Gz. en W. van Haarst. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Neemt men gezegden driehoek tot assen-driehoek aan, dan 
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zyn de trilineaire vergelijkingen der drie kegelsneden, (zie 
Ferrers, bl. 43, § 49,) 

*<'«!* = 0*ri; Vfe 1= yA; Vra' = *•&>• 
Dat zij door een zelfde punl gaan , geeft de voorwaardes- 
vergelijking V****a* = * 
en voor de coördinaten van dat punt vindt men 

zoodal, als de constanten voor de vergelijking der raakiijn 

in dat punt, aan de kegelsnede tegenover A, zyn l, m, n, 

. A l 2m 2n 

men heeft __ = _ = _ 

bygevolg voor de vergelijking zelve dier raakiijn : 

_2* 4 i*|4- **S0i + Mri =0; 
evenzoo voor de tweede 

M** — 2fc,f&+ Mr* =0, 
en voor de derde h t t * 9 «+• * a i0 8 — 2A 8 ty 8 = 0. 

Men vindt du* voor de eerstbedoelde doorènljdinga-panleh : 

y 8 = 0, M«s4-MP3 = 0, 

dié derhalve op ééne regte lijn gelegen iulleri zijn, daar zij 
voldoen aan de bekende voorwaardes-vergelijking, vermits blyk- 

taar£^ = --lis. 

Wat de tweede bewering aangaat, komt het ain op het 
vinden der vergelijking van de regie lyn (J, m, n) die byv. 
de kegelsneden tegenover B en C aanraakt. Deze moet voldoen 
aan de voorwaarden 

ito* = 4fe**J en n* = ikjlm , 
. m* i,* . 1 m n 

waanul ?= V en vervo,geM 9 = 4M= 4M J 
zoodal hare vergelijking wordt 

welke, gecombineerd met «t = 0, voor het doofenrjdingspunt 
met BC vervangen kan worden door 

en mitsdien hetzelfde doorsnydingspnnt van straks geeft* Even- 
zoo voor de beide andere raaklijnen, wier vergelijkingen zijn: 
4*,f «i + fcjiPa + 4Mr* = en 4M*, + 4^10, + fc^, = 0. 
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XXf. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

Als men in een' driehoek de loodlijnen uit de hoekpunten 
op de overstaande zijden neerlaat en de stralen van de raak- 
punten des ingeschreven cirkels verlengt, dan ontstaan door 
de onderlinge doorsnijding dezer lijnen drie parallelogrammen, 
welke dezelfde diagonaal hebben. Stelt men nu hunne tn- 
houden door I lf I § en h voor, dan is: 

W* = (ii + h) (h-h) (U-U)- 

Men vraagt zulks te betvijzen* 

Opgelost door W. van Haarst, A. Bbntbem Gz. en S. de 
Jong Jz. 

Oplossing van W. van Haarst. 

Zy, zie fig. 0, in den aABC, I het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel, H het sn'u'dingspunt der drie loodlijnen 
uit de hoekpunten op de overslaande zijden nedergelaten, 
AD=A, BE = A lf CF=A a : de ingeschreven cirkel raakt de 
zijden a, b, c van den driehoek aan in de punten B, , C„ A t 
en de stralen B t I, CJ, A,I verlengd zijnde, snijden de zijde 
AC in G lf BC in G en G t , en de loodlijnen in de punten 
K f L, M, N, O, P. De parallelogrammen IRHL, IPTHP en 
IOHM zijn dan de bedoelde parallelogrammen , wier inhouden 
wy door I , I t en I 2 voorstellen en in functiên van de zijden 
des driehoeks zullen uitdrukken. 

OU A B,BL<a aCBE voïgt BE:CE = B ft B:B ft L,d.i. h { .fÜ^Zl* 

a—b+c _ _ , « . ' (a— b+cYa*+b*— c*) 

= -j— :B,L endusBjLrz 1 — Xbh — ~ en,L = 

BjL — r = i i-i — ^— i ! f daar 

bh t _ (a+i-|-cX«-*+cX«*+* > — «')— **'V 



a+b+c' 4(a+i+c)M 1 

_ ( t -i + c )(a'+t'-t'-(i + t-{)(t + »-»)} 

^_ tt(tt— c)(o — 6-f.c) 
2Ï*j • 
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OPGAVEN. N c . 21. 29 

Voorts is 

g'+A»~ c» g+ft-c _ (6-cX*+c-q) 

M = CD-CB 1 = 2« T~- 2« 

eo alzoo vinden wij 

i-Bnvll _{*-c )(b-c){a— b + c){b + c-a) 
I _ B,0 x IL _ r ^- 

Nu volgt uit A BAE en A CC,N 
AE:BE = C f N:CC,of— ^-^ :A,=C t N:-2L- , 

derhalve CN = X ^-r- en 

IN_r- C,N_ 4SÏ; ' 

_ 40»A,» — (q-M +C )(q + A— o)(ft' + C »--q« ï 
~~ 4(a + é + c)6A, 

_ («+&— c)((a-&+oX*+c-a)-( &a + oa - ffl *)) _ ( g — AX a + A ~ c ) 
— 4*A, ~ 2A, 

voorts 

r r_rc rr _ **+b'—c % a+b—c ( a -c){a—b+c) 
C,K_U5 — IX, _ - — — 2A 

enI 1 =INxC,B ^ 

= i (q — Al (q — O) f, : r-r: :. 

TV ' K ; (q + A-+-c)(A+c — q) 

Eindeiy k volgt uit A AFH c/> A A A ,0 , AA , : AF = AO : AH, 

AA , — AF : AO — AH = AF : AH of A ,F : HO = AF : AH , 

A 1 FxB,D:HOXB l D = AF:AH = AD:AB = A:c, en 

daar nu I s = HOxB.D, zoo is I a = , X A,Fx B,D. 

Nu is 

» f ap iir *+*— b * + ct ~ ai _ (o-AXa+A~ C ) 
A,F = AB,-AF_ — ^ Ye Yc ' 

en 

„ n (*— cX*+«— •) , _ («— A)(A— c)(a+6— eXb+o-a) 

B ' D= 2. ' Ij ~ "1«A 
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Hen heeadu» I = <«—)(*-4fr-* + .)(» + —) 

_ (« — 6) (a — o) (a + * — o) (a — 6 -f- o ) 

_ (• — *)(* — *)(« + * — «)(* + « — g) 
en daar aA = M, = cA s 9 zoo is 
I + l * 4^ * I " I »= 4iA ' 

_ Mftfl- «) 1 (*^)V«+*^)V-6+c)'(&+c~-a)' 

II|U ~ ëïow ! — 

=(i+i,)(i-W(ii-i^ 

XXII. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

Twee regie cirkelvormige kegels hebben denzelfden top en 
dezelfde as. Indien men nu door de as en eene der beschrij- 
vende lijnen van den builenslen kegel een vlak brengt en vervolgen? 
loodregt daarop door een zelfde punt van de beschrijvende lijn 
willekeurige vlakken , dan zal er tusschen de excentriciteiten 
van de beide kegeljneden, die in een zelfde vlak liggen, eene 
zekere betrekking bestaan. Men begeert de vergelijking op te 
sporen die de wet aangeeft, volgens welke zij zamenhangen. 

Opgelost door A. Bentbbm Gz. en W. van Haarst. 
Oplossing van A. Benthem Gz. 

Neemt men de gemeenschappelijke as tot z as, de loodlijn 
uil bel gekozen punt der beschrijvende lijn op deze as 
neergelaten lol s-as aan, dan heeft men voor de vergelijkin- 
gen der kegeloppervlak ken : 

*» + y » = (, - *)» Tg>* . (1) en s* + y • = (» - *)» Tg*? (2) 
waarin a en de halve tophoeken , h de hoogte van den top 
boven den oorsprong of het *y-vlak voorstelt. 

Het vlak van doorsnede zal nu loodrecht op het #s-vlak 
zijn, zoodat men de vergelyking van die doorsneden in haar 
eigen vlak zal verkrijgen door in (1) en (2) te substituêeren : 
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OPGAVEN. H 8 . 21 en 22. 31 

s=zkTg* — yCoti, 

y=*. 

* = y Sint, 
Hen verkrijgt alsdan na herleiding : 

**+y*{Co$ % i—Sin*tTg*a)—2yhlgmiGui—Sinilg»)—0(i) 
6ns t +y*(Cos*i—Sin*Mg*P)-2t/k(Co*tTg*—Sinb7g*p)+ 

+ h\Tg*»-Tg*fl) = (4) 

Schryven wij voor deze vergelijkingen de volgende 
,» + A iy *-2C,y=rO en s* + A.',»» — 2C',y + E = 
en stellen wjj 

C,»=rT en <V- A',E = T', 
dan sullen de wortels der vierkants-vergelykingen : 

.._i±»iT. + I',=0 .. ,.-i±^.'I, + ^=0 

de vierkanten van de halve assen der doorsneden aangeven. 
Uit de eerste zal men vinden : 

A| A, A, 

T T 

das voor de excentriciteit 

/ T T 






*il_Ai| = ^(l_A,). 



A,« 



dus na substitutie 

E, = |/(1 — Cm'8 + iSinM Tang'*) = &n 6 &c « . .(5) 
Evenzoo vindt men uit de 2 e vierkants-vergelijking : 
E f = IX(1 — A'Jzr: Sin* Sec fi, 
zoodat men verkrijgt 

1 1 
Cosa' Co$ (f 

De excentriciteiten zijn dus onafhankelijk van den stand 
van het vlak van doorsnede en verhouden zich omgekeerd als 
de cosinussen der halve tophoeken. 
Aahmkijkihg, Dit de betrekkingen 

8in$=Co$* en Sin i^ Cos p 



l r-*%=*9r-8"fi = 7zrz : 7zr* 
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volgt of de doorsnede voor den respeclieven kegel eene hyper- 
bool , parabool of ellips zal zijn. 

XXIII. Voorstel. 

Door W. vak Haarst. 

Een kegelvlak wordt op een gegeven a/stand van den top door 
een vlak loodregt op de as volgens een cirkel gesneden , en 
men heeft door eene der middellijnen en den top een vlak ge» 
bragt. Indien men nu door een der uiteinden van diezelfde 
middellijn vlakken legt loodregt op het vorige, dan snijden deze 
den kegel. Men verlangt de meetkundige plaats van de brand- 
punten dezer kegelsneden te bepalen. 

Opgelost door W. van Haarst en A. Benthem Gz. 
Oplossing van W. van Haarst. 

Nemen wy de as des kegels tot as der abscissen en de door 

den top O gaande loodlyn tot as der ordinaten aan, (zie 

fig. 10). Laat voorts het vaste punt A de coördinaten a, b 

hebben en zij 2« de tophoek des kegels. Indien dan een 

door A gebragl willekeurig vlak AB den kegel snydt, is, 

zooals bekend is, AB de groote as en BC de excentriciteit der 

ellips volgens welke de kegel* gesneden wordt. Zij dan P een 

harer brandpunten en » en y er de coördinaten van, dan 

zullen wy lusschen deze eene betrekking moeten vinden, in 

bekende grootheden uitgedrukt. Stellen wy nu den hoek 

CAB=z<p, dan is hoek ACB=WP+* en hoek ABC=90°—(*+<p) 

en wy hebben dus in den driehoek ABC 

AC.BC= Sin{Wfi — ( *+ <p)} : Sin *, 

22 Sin <D 
dat is 2b:BC=Co$(* + $): Sin<p en dus BC = ^— — , 

Cos(* + 9) 

en bovendien AC : AB = Co${* + $) : Sin (90° + «) of 
2b:AB = Co$(*+9):Coi* 9 waaruit AB= * bCo9 * . 

Daaruit volgt dan AP z=z\{AB— BC) = h ( C °** — Sin9 ^ 

en voorts, dewyl blykbaar b — y: b = AP: AD en alzoo 

sn b . v» * n b*{Co** — Sin<p) 

AD = i XAP is, AD= U —r-x—, ^ N j roa;ir 

b — y Kb — y) Cos (« + Q) ' 
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b 
daar ook AD—— — - is, zoo hebben wij door gelijkstelling 

b(Co8* — Sin<p) 1 ...... 

71 v r f — TT\ = T~^ Hieruit vindt men 

(0 — y) . Cos (« + $) Co$ 9 

b Cos*Co*9—b SinQCo$Q= (b—y) Cos (m + <p) 

oty(Cos* CosQ— Sin a SinQ) =i b(SinQ CosQ — Sina SinQ) 

of y(Cosa — Sin*Tg<p) = b(SinQ — Sin* Tg(f) 

of wel yCos*=bSin<p — Sin*(b — y)Tgq> . . . . (a) 

Voorts ziet men gemakkelyk in dat 

b—y:s—a=ib:DO'=zb:b Tg<P — l: TgQ is, 

derhalve * Tg<p = ^-^ (b) 

b — y w 

Dewijl dan nu (6 — y) Tg <p = x — a is, kunnen wij (a) 

schrijven b Sin $ = y Cos * 4- (j: — u) Sm * en daaruit volgt 

l + Tg*<p (ó_y)*-h(*_a)« ^ v ' > 

en deze vergelijking zal dan die van de meetkundige plaats 
der brandpunten zijn. Het blijkt , dat wij ze eene eenigszins 
eenvoudiger gedaante kunnen geven, door de assen evenwydig 
aan zich zelven zoodanig te verplaatsen , dat het punt A de 
oorsprong wordt. Stellen wij daartoe * — a = s { en y — b = y u 
dan wordt zij 

A*' t = {(ifi+VCaÊm + iiSm*): 

*\ T-yi 
De kromme welke zij voorstelt is gemakkelyk te construeren. 
Want de meetkundige plaats van de middelpunten der bedoelde 
kegelsneden is de lijn , welke door 0' evenwijdig met BB' 
getrokken kan worden en dewijl BC de excentriciteit is, heeft 
men slechts ter wederzijde van het middelpunt \BC uit te 
zetten, om twee punten van de kromme te vinden. Zy zal 
den vorm hebben, zooals in de figuur is aangewezen. 
XXIV. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Als men van alle rechthoekige driehoeken, welke eene recht- 
hoekzijde gemeen hebben, op de hypotenuse van het midden af 
den a/stand uitzet, dien dit midden van de gemeenschappe- 
lijke rechthoekzijde heeft , begeert men de vergelijking van de 
meetkundige plaats der ahoo verkregen punten te bepalen. 
Opgelost door W. tam Haarst en A. Brhthrm Gz. 

$ 
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Oplossing van W. van Haarst. 
Zij, (zie fig. II) de gegevene rechthoekszyde 4B — 2r en 
ABC een willekeurige daarop beschrevene rechthoekige driehoek. 
Trekken wij dan door het midden N van AB eene lyn TT 
evenwydig met BC, welke de hypolenuse in M snijdt en 
nemen wij MP = MP', dan zijn P en P' punten van de ge- 
vraagde meetkundige plaats. Wy nemen de rechlhoekszyden 
lot rechthoekige coördinalenassen aan en stellen BD = 1 en 
DP = y en zij dan nog BC = n en dus MN = \n, dan is in 
de gelijkvormige driehoeken ABC en PDC, AB: DP= BC: CD, 

2rs 
dat is 2r.y = n:n— jt, dus 2r(n— s)=ny en »=o • 

Haar nu is MP: AM = LM: MN , dat is 

Jnr^rt-hjn^zzijn— jp: j» of » : ^(4r f -|- n*) = n — 2s :*, 
waaruit »« = (n — 2*) |/(4r* + n') en substitueren wij hierin 
de gevondene waarde van n, dan vinden wij voor de verge- 
lijking van de gevraagde meetkundige plaats: 
{y-r)i/ { s*+(2r -y)* } = rs, d us x\y— r)*+(y _r)*(2r-y)« = 
= rVof [(y-r)*{2r-y)-x*y}{2r — y) = 0. 
Verplaatsen wij de abscissen-as tot in TT*, dan is 

y — r = y v dus yrzy^r en 2r — y = r — y v 
Voor deze assen is de vergelijking dan 

De kromme is gemakkelijk te construeren en verkrijgt den 
vorm, welke in de figuur wordt aangewezen. 

[Zij is de slrophotde , zie Briot & Boüquet, Lecons de 
Geometrie Analytique, 6e Bdition, p. 21—23. Red.] 

XXV. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Vrage te bewijzen: dat bij den bi/Uair-magnetomeler van 
Gaüss het draaiingsmoment der beide draden evenredig mag 
geacht worden aan de sinus van den hoek van omdraaiing. (Zie 
Wullker's Lehrbueh der Experimental-Physik, D. II, M. 608). 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Gelyk bekend is, bestaat de bifilair-magnetoraeter van Gaüss 
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uit twee evenwijdige draden van gelijke lengte AD = BE 9 
(zie fig. 12,) aan wier uiteinden D en E de magneetstaaf is be- 
vestigd, waarvan wij het gewigl p willen noemen. By de 
voorgestelde afwijking u tracht het gewigt p, werkende voor 
de helft aan D' en voor de andere held aan E 1 , de evenwydig- 
heid van het draadstelsel te herstellen tegen de horizontale 
aardmagneetkrachl in. Om derhalve het draaiingsmoment te 
vinden , kunnen wy eerst \p = O'S ontbinden in de richting 
D'U, het verlengde van AD', en in de horizontale richting der 
loodlyn D'K uit D' op AD neergelaten. De eerstgenoemde 
onlbondene spant enkel de draad, de tweede ban wederom 
ontbonden worden in de richting D'C en in eene horizontale 
richting loodrecht daarop en het is deze laatste onlbondene die, met 
2D'C = d vermenigvuldigd, het begeerde draaiingsmoment geeft* 
Nu is de onlbondene volgens D'K =D'S Tangizz tyx Tangi 
en de laatstgenoemde = lp. Tang i &'nCD'K , 
* ™nr CoêCD'D Siniu 

fl,CD1= OTS i3 W 

terwijl W = dSiniu = 2lSi*il 






Derhalve 

moment = W~- Sin CD'K 

^ Cos d 



, .l8in\lCoê\l Co$\u r, /^\»« 4l 1 

* { l +*(^) i&w, i u +rl(^) 4 * B4 * M+enz -} 

waaroor —-. Sin u mag genomen worden, als d in verhouding 
4/ 

tol l teer klein is, gel'yk hier het geval is. 
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XXVI. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Vrage naar de verhouding tusschen hoogte c en breedte a 
van een rechthoekig parallelepipedum met vierkant grondvlak , 
bij eene minste waardij dier hoogte, als van de twee stukken 
waarin het ligchaam door een vlak verdeeld zij , het onderste 
een cubisehen vorm en het bovenste een gegeven volumen v 
heeft (Zie Wüllner's Lehrbuch % D. II, bl. 655). 
Opgelost door C. J. Matthes en A. Bbnthem Gz. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Trekt men van den inhoud van het gansche parallelepipedum 
dien van den cubus af, zoo moet men het gegeven volumen o 
overhouden. Bijgevolg is 
* (c — a) a* = e 

en c = a + -j , dus eene bepaalde functie van a. 

De vraag is nu, voor welke waarde van a wordt c een mini- 
mum. Eene herhaalde differentiatie geeft: 

— — — 2t> 
dS — """IS 5, 

d*c 6r 

da*~ + ^ 
Stelt men de eerste differentiaalverhouding = 0, zoo verkrijgt 
men a = iK2t>; terwijl de tweede voor elke bestaanbare 
waarde van a, dus ook voor deze, positief is. Substitueert 
men eindelijk in de uitdrukking voor c, r = ^o 8 , zoo komt 
er c = a -f- \a = §a , zoodat c : a = 3 : 2. 

XXVII. Voorstel.*) 
Door C. J. Matthes. 
Vrage naar een rechtslrerksch bewijs: dat de ontmoetings- 
punten van de overslaande zijden eens willekeurig en vier hoeks 
met het door snijding spunt der diagonalen een driespan vormen % 
met opzigt tot elke kegelsnede den vierhoek omschreven. 
Opgelost door C J. Matthes en A. Benthem Gz. 

Oplossing van G. J. Matthes. 
De vier gegeven hoekpunten (zie fig. 13) P, Q, R, S van een 

•) Dit en da zeven volgende Voorstellen zijn ontleend aan Fereers 
Jfieuwere Meetkunde, Voorbeelden 18, 14, 15, 16, 18, 19, 20 en 21. 
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vol ledigen vierhoek bepalen de nevenhoekpunlen A, B, C niet 
alteen, maar deze met één der hoekpunten (P byv.) bepalen 
evenzeer de overige Q, R, S. Trekt' men toch PA, PB, BC 
benevens BC % CA t AB, zoo is op PA, Q het aan P toege- 
voegde harmonische deelpunt van AD, R op PB dat van 
BE; S op PC dat van CF. Buitendien heeft men eenmaal 
Q , dan is R hel doorsnijdingspunt van PB met QC en S 
dat van PC met QB. Neemt men nu ABC lot assendriehoek 
aan, en laat f, g, h de Irilineaire coördinaten van P zijn, 
dan is CAPDQ een harmonische stralen bundel, en derhalve, 

daar * (3=0 de vergelijking van CP is, heeft men voor die van 

CQ, « -I — <3 ==r 0, zie Ferrers, bl. 21, gevolg, waaruit voorde 

•f 
coördinaten van Q volgt, aangezien AP tot vergelijking heeft 
h$=gy, (— f, g, h). Evenzoo vindt men voor /?,(ƒ, — g,h) 
en voor 8, (f, g, — A). Door substitutie dier waarden in de 
algemeene vergelijking der kegelsnede 

uofl + v& + wy* -+- 2u'py + 2v'y* + 2u>'*0 = 
blijkt het , dat u' =t>' = tc' — Q is , zoodat de vergelijking 
een vorm heeft waarin de rechthoeken ontbreken , ten bewyze 
dat de punten A % B % C respeclivelijk de polen zyn der over- 
slaande zijden BC % CA, AB met opzigt tot alle aan den vier- 
hoek PQRS omschreven kegelsneden. 

Oplossing van A. Benthem Gz. 

Het is eene bekende stelling (Briot & Bouquet, pag. 264 , 
Théor. III) dat, als uit een punt B buiten eene kegelsnede 
lijnen worden getrokken BS en BR, die haar in P en S, 
Q en R snijden en men trekt de diagonalen SQ en PR, die 
elka&r in A snijden, alsdan de lijn, die door A en het snij- 
punt C van PQ en SR gaal , de poollijn zal zyn van B en 
dus B de pool van AC; evenzoo zal ook C de pool zijn van 
de lijn die door A en B gaat. A is dus het snijpunt van 
de poollijnen B en C, derhalve ook de pool der lijn die B 
en C verbindt. Bijgevolg vormen A, B en C een driespan. 
XXVIII. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 

Ah R de straal is van den cirkel den assendriehoek om- 
schreven, f die van den cirkel, ten opzigte van welken de as- 
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sendriehoek weder keerig gekoppeld w, moet bewezen worden: 
t* + tR*Coêk.Co8Ü. OwC=0. 
Opgblo8T door H. uu Blanken, C. J. Matthes, A. Bbnt- 
hem Gz. en J. A. Sandbbrg. 

Oplossing van H. tan Blakke*. 
Wanneer (* t , (3 4 , n) 6en punl is van den cirkel , die met 
den assendriehoek wederkeerig is gekoppeld, dan heeft men 
aCosA.af + bCosB.pf + cCosC.yf^O, . . (1) 
verder voor het middelpunt van dien cirkel 

*i.Cos4 = Pt.Co9B=iy % .CosC=zk t ... (2) 
en voor den afstand van die twee punten 

?=%£ {aCos^x^x^+bCosBifi^^+eCoêCCy^y^} . 

Zoo men ontwikkelt en daarbij acht geeft op de vergelij- 
kingen (1) en (2), verkrygt men: 

oèc % übc 

£= 4 -|i {-^K^ i +bfi i +cyi)+k(aa i +b^+ey % ))z=z——X 

Uit (2) heeft men 

21 21 CosACosBCosC 



h- 



f"T/V.»"» 



c aCosBCosC+bCosACosC+oCosACosB' 



CosA^CotB CosC 
Bijgevolg 

% _ abc Cos A Cos BCosC 

' — a Cos B Cos C + bCosA Cos C -hc Cos A Cos B' ' ' ' 
Maar men heeft 

aCosBCosC+bCos A CosC + c Cos A Cos B = 

= i(aCos A + bCosB + cCosC)z=-. 

R 

Brengt men deze waarde in vergelijking (3), dan verkrijgt 
men f* + 4 R* Cos A Cos B CosC= 0. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Voor de coördinaten van het middelpunt van cirkel (() 
heeft men, zie Fbrrers, bladz. 42, § 48, Gevolg, 

«4 Cos A = 0! Cos B = y t CosC > 
waaruit met behulp van a* + bfi + cy = 27: 

21CosB.CosC _ 2ICosB.CosC 

1 ~ aCosB.CosC+bCosC.CosA+eCo*A.CosB~aSinB.JSinC 
Voorts is 
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2/_ ««,--2/ Co» B Co* C— Sin B Sin C _ 

1— o ~ a * l\~SinB7sin~C ~ 

= ^27 C0>A ; 
aSihBSinC' 

eindelyk 



.Cos A.Cos B.Cos C 



= — 4 JP Ci>« ^.Cto JB.Co* C. 

Oplossing van A. Bbjithbm Gz. 

Zij (flg. 14) ^Z?C de driehoek, if het orthocentrum en S 

hel puót waar de orlhocentrale cirkel *) de i'y'de AB snijdt , 

dan is: LCSM=dO°. 

Verder is: CE = aSinB = bSinA 

AB = — bCosA 

LAME^LB 

1HE= AECot B = — bCos ACotB 

en MS* = ?z=MExMC= ME {CE + Af E) = 

— — bCosACotB{bSinA — b Cos A Cot B) = 

•=ib* Cos* ACoi*B—b*Cos ACotB Sin Az= 

b* 
— __(Cto* ^£ w i£ — Cos A SinB Sin A Cos B) = 

VCosACosB „ . . öv 
= Sin*B CM(i + J ) = 

= — -Z7-Ï-Z Cos A Cos B Cos C . ; . . . (1) 
0tn* ff x 

obo 
Voorts is R =-rr-, dus ook : 
4/ 

*!>*•» 4/> »/^ '/> a*b*c*Co*ACosBCosC 
4R* Co* ACos B Co$C =z = 



k Cos A Cos BCosC 



Sin*B 
of na substitutie in (1): 

f « 4- 4Rt Cos A Cos BCosCzzQ. 

*) Dese benaming moge nieuw ryn , ig is echter beknopt en juist » 
aanduidende den eirkel, wiens middelpunt is het ortMocsninm ?an een 
driehoek, of wel het pont waar de loodlgnen, uit de hoekpunten op de 
oterstaande rijden nedergelaten, elkander snijden, (Rkd.) 
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XXIX. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 
Als BC, CA, AB drie gegeven raaklijnen zijn aan eene 
kegelsnede f P, Q, R drie punten aan haren omtrek en als de 
inhouden der driehoeken PBC, PCA, PAB respectievelijk worden 
beteekend met p v p a , p Sf en die van de driehoeken, welke men 
verkrijgt door aehtervolgens Q en R voor P in de plaats te 
stellen, met q i% j Jf q 9 ; r i9 r„ r 3 , te bewijzen: dat 

Opgelost door H. van Blanken, C. J. Matthes en A. Bent- 
bbm Gz. 

Oplossing van H. van Blanken. 
Neemt men ABC tot assendriehoek, dan is de vergelijking 
der kegelsnede 

± (U)* ± (Jf/3)* ± (iVy)f = 0. 
Zijn nu * it p if y i de coördinaten van het punt P, dan is 

M - 2 Pi s _ 2 />» pn „ - 2 P* 
«i- — • Pi = T eny 1= -. 

Hen heelt derhalve, omdat het punt P in den omtrek der 
kegelsnede ligt: 

r . /2£\* A /2lf\i /2iV\* 

of, 200 men ± \— j = A, ± l — ) = B en ± f^-J = C stelt, 

W + B^t + Cft^O. 
Op gelijke wijze vindt men voor de punten Q en R : 

A?i*+Bft* + Cft* = 

Ar^+Br^ + OjijzrO. 
Zoo men A, B en C tusschen deze drie vergelijkingen eli- 
miueert, dan houdt men de navolgende belrekking over: 

dat is, de gegevene vergelijking. 

XXX. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 
Te bewijzen, dat de diagofialen van eene willekeurige vier- 
zijde om eene kegelsnede beschreven , en de verbindingslijnen 
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van de raakpunten op de overstaande zijden, allen in één punt 
elkander snijden. 

Opgelost door H. vak Blanken. C. J. Matthes en A. Bekt* 
hem Gz. 

Oplossing van H. vak Blanken. 

Deze stelling is eèn gevolg van het bekende theorema van 
Briakchok. Hier wordt echter blijkbaar bedoeld, de waarheid 
van het gestelde aan te toonen met behulp van trilineaire 
coördinaten. 

Laat BCDE eene om de kegelsnede beschreven vierzijde 
zijn, van welke de zijden DG en EB verlengd zijnde, elkan- 
der doorsnijden in A. Neemt men nu ABC tot assendriehoek, 
dan is de vergelijking der kegelsnede 

±(£*)*±W)*±W= 0. 

Is nu la + »i(3 + ny = de vergelijking der zyde DE, dan 
heelt men de voorwaardes-vergelijking 

£+?+?=o (.) 

I m n 
Laten de zijden BC, CD, DE, EB achtereenvolgens door de 
kegelsnede aangeraakt worden in de punten P, Q, K, S. 
Voor de coördinaten van bet raakpunt R heeft men 

en voor bet raakpunt P : « = , Mfi = Ny. 

De vergelijking der lijn, «elke door twee punten (f, g, h) 
en (f'.g'.h') gaat, is 

(gh'-gh') * + (kf - h'f) ? + (fg'- fg) 7 = 0. 

Neemt men hierin 

. L r m^ t y. M . , h' ,, *' 

f = P k '*=^ k > * = 3 *./»=0.f ' = £ en * <=^, 
dan verkrijgt men voor de vergelijking der Itfn PR 

( M 2V\ _L_ ± _. 

\Sm* Mn*)* yp* + Ml* r ~ ' 

* («*»» — N*m*) « — L M& + Llfy = 0. 

Uil vergelijking (1) heeft men 
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Door substitutie van deze waarde wordt de vergelijking dei* 
lyn PR, (Mn — Nm)L* — (Mn + Nm)(Mp — AV) = 0. (2) 

Voor de coördinaten van het raakpunt Q heelt men = 0, 
L* — Ny % en voor die van het raakpunt S: y=0, L<x = M$- } 
derhalve is de vergelijking der lijn QS : 

L* — M£ — Ny=iO (3) 

De vergelijking der lyn 6D is /a + ny = Oen die der lijn 
CE, /« + mfi = O , voor de coördinaten van het doorsnydings- 
punt O dezer lynen heeft men dus: 

/« = — m^ — — ny = A'; * = T , P= — — tY — — —• 

• ut w 

Brengt men deze waarden in vergelijking (3), dan verkrijgt 
men vergelijking (1), waaruit blijkt dat het punt O in de lyn 
QS is gelegen. 

Brengt men vervolgens de coördinaten van het punt O in 
vergelyking (2), dan wordt het eerste lid: 

(Mn— Km)jk 9 ^(Mn + lVm) Mn ~ IVm k' 9 
• fftfi 

L M N 

of, zoo men door (Mn — Nm) k' deelt , r H h - = 0. Het 

l m n 

punt O ligt dus ook in de lyn PR. 

Aanmerking. In het bijzonder geval dat de zijden DC en 

EB evenwijdig zijn , wordt de driehoek ABC oneindig groot ; 

de gebruikte vergelijkingen ondergaan daardoor echter volstrekt 

geene verandering. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Laat (zie flg. 15) PQRS den vierhoek, B, C, D f E de 

raakpunten der ingeschreven kegelsnede zyn. Nemen wy nu 

ABC tot assendriehoek aan (A is het ontmoetingspunt van 

QR en SP), dan is de vergelyking der kegelsnede: 

*V = fr. (Fbbrers, bl. 43) . . (I) 

Daar de punten D (ƒ, g, h) en E (f 9 g', A') beiden aan 

derzelver omtrek liggen, krygen wy door eliminatie van A*: 

/VV=/V (2) 

De lynen PQ en SR zyn raaklijnen aan D en E, en hare 

vergelijkingen zijn dus (zie Ferrers, bl. 45) 

van PQ % 2gh« - fhp — fgy =0i . 

en van £«,2fc'A'« — fWt— f'g'y = 0\ ' • • • W 
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(4) 



Dit geeft voor de coördinaten van 

P . . . y = 0, 2ga —fp = 0] 
Q . . . (3=0, 2A* — fy =0( 
R . . . = 0, 2A'« — fr = 

S : . . r=0, V«~ / y P = °l 
en bijgevolg voor de vergelijkingen van 

PR,2gh'*-fh'(i-rgy = 0\ 

en van QS, 2g'hx — rhp-fg' r =:Q\ v ' 

De lynen PR en Q5 snyden derhalve BC ingevolge (2) in 

f 8 ft' 

eenzelfde punt, waarvoor « = en = — 7^7 = — tl? IS - 

/* t h 

De vraag is nu nog maar of ook DE door dat punt gaat, 
hetwelk gemakkelijk is in te zien, daar hare vergelijking is: 

«W~-g'h)+fiW~vf)+y(fg'-rg) = o • (6) 

en bijgevolg voor haar doorsnijdingspunt met BC: 

fy' — fg fy' , n . 

« = en BzsL — 'h ^y = — !L r = — U r is 



p ƒ* — /*' /'* /*' 



XXXI. Voorstel. 

Door H. van Busken. 

iton te loon** , dat {f6 vergelijking der lijn gaande door de 
voetet* der kodljjnen, die men uit een punt * i9 0i 9 yi van 
den cirkel é0y -+- by* + ca$ op de lijden van den assendrie- 
hoek laat vallen, onder den navolgenden vorm kan worden 
gebragt: 

hCoêC-YiCosB ytCosA-aiCosC " afiosB^^Cosk 7 
Opgelost door C. J. Hatthes en H. van Blanken. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Door toepassing van de voorwaardes-vergelyking bij Ferrbrs, 
bh J5 , vindt men voor de loodlyn uit (« |y Pi, n) op « = 0: 
OS^mB — yiCotC)» — (^CotS + y^P + (0 t +a i Co$C)y = 0, 
dus voor de voeten der drie loodlijnen: 

(y i + * i Co8B)f}=(f} i + * i Co* C)y en * = 0, 
(*i + l3iCofC)y = (y 1 + |3 1 (7o»^)« en = 0, 
(0i + ri£ M ^)* = (*i-h7i CosB)& en y = 0. 
De eerste vergelijking kan men aldus vervormen met be- 
hulp van aftyi -h iy^ + *%ft = 0, 
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_ p, + « 4 Cos C _ bc* { P t -I- *i Cos C __ 

y y 4 4- * 4 £°* ^ ^ c *i yi + *i C°* & 
_ c g t p 4 (a Cos C + c Cos A) 4- ba 4 » Co* ff _ 
_ * X *i7i (* CosA + a Cos B) + cmf Cos B ~ 

c {ap { 4- bxj « 4 Cos C 4- c*$\ Cos A 

b {cct i 4- ay { ) « 4 Cos B + by K a i Cos A 

c (ag, 4- ba { ) (« 4 Cos C — y K Cos A ) 

~ 1 X (c* 4 4- ay t ) (* 4 Cos B — ^ Cos A)' 

dal is: *PX-77— z — 7T7+gyX „ ' a ' =0,«=0, 
y K CosA — * t CosC *fiosB—$ K CosA 

af*, 4- £* 4 *y f + c|3 t A . A 

evenzoo: cyX ^ ' ' v +^X^tt^ 7r-s= ' P=°» 

aiCosB—fifiosA §fiosC—y K CosB 

by. 4- c(3, . ^ c* 4 4- <»ri A a 

waaruit nu duidelijk blijkt , dat de drie punten voldoen aan 
deze vergelijking eener rechte lijn: 

faCosC — yiCosB^ *' y K Cos A — * K CosC 

ggi 4- &gi n 

"•^"^Cta* — 4 ffo«^ 

XXXII. Voorstel. 
Door H. vak Blanken. 

Voor de as der parabel, waarvan de vergelijking is aV = 
ibcfly, vindt men: 

{c + bCosA)p-~(b + cCo8A)y= $(-_£\i*. 
Vrage naar het bewijs. 
Opgelost door H. van Blanken en C. J. Hatthbs. 

Oplossing van H. van Blanken. 
Men trekke uit het hoekpunt A eene lijn AD door het 
middelpunt der zijde BC. Deze lijn is eene middellijn der 
parabel» en heeft tot vergelijking: 

W = cy (1) 

Verder is genoegzaam bekend, dat de lijn, die uit het 
brandpunt naar het hoekpunt C wordt getrokken, met de 
raaklijn CA eenen hoek maakt gelijk aan den hoek CAD, en 
bijgevolg door het punt gaat, waarin AD gesneden wordt 
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door de lyn, welke loodrecht op het midden van AC staat, en 
alzoo tot vergelyking heeft: 

aa + (a Cos C— cCosA)fi — cy = 0. ... (2) 
Het brandpunt ligt dus in de lijn, die uit het hoekpunt C 
gelrokken wordt door het snijpunt der lynen (1) en (2), en 
by gevolg tot vergelijking heeft: 

a» = (b + cCo*A — aCosC)P 
ast = 2c Cos A. 0. 
Op gelijke wijze vindt men, dal hel brandpunt ligt in de 
lijn : a* — 2b Cos A. y. 

Voor de coördinaten van het brandpunt heeft men dus : 
ax' = 2c Cos A.$' = 2b Cos A.y' = k ; 
,_k k ,_ k 

* ~V P ~2cCosA' 7 ~2bCosA' 
Daar de as door het brandpunt evenwijdig aan de lijn 
£0— cy = loopt, verkrygt men voor hare vergelijking: 
bfi — cy __ a*+bfi + cy 

bk ck ~ "7 bk ck '' 



2c Cos A 2b Cos A 2cCosA 2b Cos A 

bp — cy a« -f- £|9 -f- cy 

b* — c» — 2bcCosA + b* + c* ] 
(2c* + 2bc Cos A) bp — (24* -j- 2be Cos A) cy = (£* — o*)a* ; 

(c + b Cos A) — {b -f c ttw A) y = * ƒ ^a* . 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Blijkens den gegeven vorm van de vergelijking der Parabola 
raakt zij de zijden BA en BC van den assendriehoek in de 
punten B en C aan. De lijn die het midden M van BC met 
A verbindt , is dus eene middellijn , behoorende bij koorden 
evenwijdig met BC. 

Richt men (zie fig. 16) nu uit D en E , hel midden van 
AB en AC , loodlijnen DP en EQ op, dan is lichtelijk in te 
zien, dat BI* en CQ elkander moeien snijden in het brand- 
punt F, waardoor men dus slechts eene lijn te irekken heeft 
evenwijdig aan AM , om de as der parabel te verkrijgen. 

Voor de loodlijn DP vindt men 

y (o* — b*) -f- caot — ic0 = 01 ,-. 

en voor £(? P.(«* — a*) + 4cy — ao* = 0J * ' 

Voorts, daar bp=zcy de veqjelijking van ^lf is t voor 
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het punl P co*= 2/36* Cos A = 2ybc Cos A, \ ^. 

en voor O abaz=z2pbcCosA=2yc*CosA;\ () 

wyders voor de lynen BP, a* — 2byCos ^ = 01 ,«. 

en CQ, a*— 2cpCosA = 0\ * ' K } 
wier doorsnydingspunt P lot coördinaten heeft : 

a * =i = l (4) 

ZbcCosA b e K ' 

Eindelyk vindt men, roet behulp der voorwaardes-vergelij- 
king voor de evenwijdigheid met AM, voor de as der parabel .- 
a *{b* — c*) — 2bcp(c + bCos A) + 2bcy {b + cCos A)z=zQ 

of wel \a* l — 0(c 4- bCo$ A) + y (b + cCos A) = 0. 

XXXUL Voorstel, 
Door II. van Klanken. 
Aan te tomen, dat de vergelijking van de richtlijn der para- 
bel , die de tijden van den assendriehoek en tevens de rechte 
lijn l*+ mfi -h«y = aanraakt, is: 

.<w(i_f) + ^i,(H)+r*.cG-i)=o. 

Opgelost door H. van Blanken en C. J. Matthes. 
Oplossing van H. van Blanken. 

Het is bekend dat de onderling loodrechte raaklijnen eener 

parabel elkander in een punt der richtlyn snyden. Is dus 

(/', m', n') eene raaklyn, welke loodrecht op de zijde BC van 

den assendriehoek staat, dan is het snypunt een punt der 

richtlijn, en men heeft voor de coördinaten van dat punt 

m / /3' + »V = (1) 

Voorts heeft men, omdat de lijn (/', m\ n') loodrecht op de lijn 

* = slaat, 

/' — n'CosB — m'CosC = (2) 

en omdat (/', •»', «') eene raaklyn is, Lm'n' +- Ml'n' -+- Nl'm' = 0, 

Lm'n' 
bijgevolg /' = — j£- t — — j. Brengt men deze waarde in (2), dan 

verkrijgt men 
Lm'n 1 + (Mn* + Nm'n') OosB + (Mm'n' + Mn*) CosC — Q. 
Brengt men verder in deze laatste vergelijking de betrekke- 
lijke waarden van m' en n' uit (1), dan verkrygt men 
— I#y+{Mp* - Nfi'y') CosB + {Ny'*—Mpy') Cos C=0(3) 
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Daar de kegelsnede eene parabel is , heeft men 
Lbo + Mac + Nab = 

en bygevolg L = . 

bc 

Brengt men deze waarde in (3), dan verkrijgt men achter- 
eenvolgens : (Mac H- Nab) P'y' H- 
{Mbcfi* — Nbcpy') Cos B + (Nbcy* — MbcfiY) Cos C= 

Mc(a — bCosC)fiy + 
Nb{a — o tfot JB)0V -f- ^c Gm-B.0* + Nbc Cos C. y* — 
iWc*O«fl.0y + 
iV^Co«C.pV-Mfóc6M^. 0'* -hiVóo Cos C. y* = 
(Mc Cos B.p' + NbCos C.y')(bp + cy*) = 0. 
Daar de factor bfi' -+- cy' niet gely k nul kan zijn, heeft men 
▼oor het punt, alwaar de richllyn de zyde BC doorsnydt 
MCosB^ NComC , „ 

— — £'+ — — - r' = o. 

o o 

Op gelyke wyze vindt men voor het punt, alwaar de richl- 
lyn de zyde AC doorsnydt, 

LCosA t NCosC , „ 
*'H y'=0. 

a o 

De vergelijking der richllyn is bygevolg 

LCosA , MCo$B„ , NCosC 

——•• + - T _^+__ r = . . . (4) 

Volgens het Voorstel wordt de parabel door de lyn /a-H 
*n0 + *7 = O aangeraakt, men heeft daarom de volgende twee 
vergelykingen : 

Lbo + Mac 4- Nab = en Lmn+ Mln + Nlm=0. 
Dit deze vergelykingen vindt men 

L abln — aclm M bclm — abmn 

iV öc##iii — óc/ii N acmn — 6c/» ' 

Brengt men deze waarden in vergelijking (4), na haar door 

N gedeeld Ie hebben, dan wordt de vergelijking der richtlijn 

aGosA (bln—clm) + $Co$B (clm—amn) + yCos C(amn—bln) = 

•M=-=) + ' ft,i <:-?) +yaiC G-=) =a - 

Oplossing van C. J. Hatthes. 

Het doorsnydingspunl van (wee onderling loodrechte raaklynen 
aan eene parabel is een punt der richtlijn. Zal de algemeene 
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vergelijking eener kegelsnede, welke de zijden van den assen- 
driehoek aanraakt, eene parabel zijn, dan moet aan deze voor- 
waarde worden voldaan: 

— h r -i — = 0, (Zie Ferrers, bl. 33, § 37 gevolg) (1) 

UDC 

Voor eene lijn ±.AC hebben wij de voorwaarde : 

p — ¥CosA — \CosC=0 (2) 

en, zal deze levens raaklijn aan de parabel zijn: 

^ * N A 

— H 1 — = (3) 

A (l ¥ 

Door eliminatie van p uit (2) en (3) verkrygt men , in 
aanmerking nemende: 

caM= — b(cL+aN) en b = a Cos C + o Cos A % 
na herleiding : 
ca\*N CosC — \¥ (c*LCosA + a*NCos O) + **caL CosA=iQ 



ej-e) 



c*LCosA + a*NCosC LCosA _ 
X ca /V Cos O + JVCosC~° 

A cLCosA _ a 

Of = -; 



¥ aNCosC ~c 

voorts 

f* » * x r, „ (cL + aiï)CosA cMCosA 

- = CosA + -CosC = y / — 



of 



r ^ ¥ aN bN 

c Cos A + a Cos C b 



c c 

Wij vinden dus twee raaklijnen, waarvan de eene, blijkens 
hare vergelijking aot -f- bfi h- cy = de lijn op oneindigen 
afstand is. Yoor de andere is de vergelijking: 

abc LCosA — fica M Cos C. Cos A + yab N Cos 0=0 (4) 
Evenzoo voor de raaklijn J_AB: 

abcLCosA + pcaM Cos B — yab iï Cos A.Cos B = (5) 
De combinatie der eerste met = en der tweede met 
y = geeft twee punten der richtlijn, te weten: 

(} = , ya N Cos C + etc L Cos A = 1 ,gv 

en y = , ab L CosA + poM CosB = 0,( * ' 

zoodat de vergelijking der lijn door die twee punten bepaald, 
dat is de richtlijn, wordt: 

abcLCosA + pcaM CosB+yabN CosC=Q . .(7) 
Ia hel Voorstel was opgegeven, dat de parabel nog eene 
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gegeven lijn (/, m, n) moest aanraken. Daardoor worden de betrek- 
kelijke waardijen van L 9 M, N bekend. Immers wij hebben weer 

abc l m n 

waaruit lichtelijk afgeleid wordt 

(L, U, IV)r. { al (bn — cm), bm (cl — an) % on (am — bl)} . (S) 
Die waarden, gesubstitueerd, geven eindelijk voor de ge- 
vraagde vergelyking: 

XXXIV. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 
Te bewijzen , dat als de vergelijking : 

(£«)* + W)*-h(/Vy)*=0 
e«te parabel voorstelt, de vergelijking van derzelver as is: 

^ Vip *V ^ U J Zv TVZ^apJ — a 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van H. van Blanken. 
Wanneer men uit een punt der richtlijn raaklijnen aan 
de parabel trekt, gaat de koorde, die de raakpunten vereenigl, 
door het brandpunt. Van deze bekende eigenschap kan men 
gebruik maken om hel brandpunt te bepalen. 

In de voorgaande oplossing is gevonden voor de coördina- 
ten van hel punt P, alwaar de richtlijn de zyde BC doorsnijdt, 
MCo%B nê SCosC , „ 

— r— + — — r' = o. 

o c 

De vergelijking der lijn PQ, die in dal punt loodrecht op 
BC staat, is 

(Nb + Mc)CosBCosC.*+McCo8B. 0+ Nb CosC.y = 9 
of — Lbc CosBCos C.* + MacCos B.p + NabCosC.y = d. 
Deze lijn is eene raaklyn. Om het raakpunt te bepalen 
heefl men uit deze vergelyking en uit de vergelyking der 
parabel 
w MaeCosB.p + JVabCosC.y ,,„ „ 

u = — cccra* — - =»?+"> + urn**-, 

McCosB(a—bCotC)p + jrb CoiCj a — cCosB)y 

bcCoêBCotC = 2{MNfy)\ 
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beCotBCotC = 2(«W. 

Derhalve (Ifc* Co*B. p+MflCofC. y)»=4Jlf.Vi«c«<7o**flCM , C.>y 
(Jfc« CVw» B . — iTO« <?«« C. y)« = 0. 
Voor de coördioalen van het raakpunt Q heeft men bijge- 

Voorts heeft men voor de coördinaten van bel punt R, 
waarin de zijde BC de parabel aanraakt , 
« = 0, M$=zNy. 
Verder vindt men voor de lijn, die door de raakpunten Qen Agaat: 
&» Coê* C— c» Cos* B a* j^ _ 

m '—ur'+TS'** - 

abCosC—acCos B «* ar 

— «F *-Z/v p + Ll/ y = ' 

In deze lyn ligt het brandpunt. 

Op gelijke wyze vindt men dat het brandpunt gelegen is 

fl « c « 

in de lijn — La \ ry— Jff? -h Ny =. 0. 

o* 

Hieruit vindt men verder voor de coördinaten van hel 

, J L M N 

brandpunt --«zzz—p^ — y. 

ar tir c* 

De vergelijking der middellyn, die door het hoekpunt A 

b& ty 



y 

r Lc+Na Lb + Ma 



of, omdat £ic 4- lf«c + AfaA =■ is, mM — Mf . 

iVA*p = Mc*y. 
Daar de as der parabel door hel brandpunt evenwijdig aan 
de middellijn loopt, heeft men voor de vergelijking der as 
Ntrf — Mc*y _ a *+ b$ + cy 

.... *» zrr* 3- — «* r** ? ; 

Ao*.— — Jfó*. — 0.— + A. h c. — 
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(Nb*fi - Me*y)(MNa* + LNt» + LMé) 

— {N*h> — M*e*)(U* -f- Lb$ + Lvy) ; 
(X*b* — M V) La» — (if/,c* 4- /V»o»i, 4. Llfb*) Mbp + 
(/VW*+ 2f»a»c + £lft»c) AVy = 0; 

{JV*b* — Jf V) Lax — \ Mae + Nab k* + yi^j 1 ^ + 

INab + Mac ,,. ,,. . 1 „ 



f 



a . 



of, omdal Mac + iVU = — Lbc is , 

XXXV. Voorstel. 
Z>aor J. H. Schöfer. 
Vrage, in het trilineaire coördinatenstelsel, naar de alge- 
meene vergelijkingen van drie lijnen, die door de hoekpunten 
van den assen-driehoek kunnen getrokken worden en de eigen- 
schap hébhen , dat de loodljjnen op die lijnen , welke door 
dezelfde punten gaan , elkander in één punt snijden , alsmede 
naar de coördinaten van het snijpunt. 

Opgelost door J. H. Sch&fer en A. Benthbm Gz. 

Oplossing van J. H. Schüter. 
Laat van twee lyoen AA' en BB' de vergelykingen zijn: 

10 + ry = O, (a) 

p* + fyz=Q (b) 

waarin p, q, r in het algemeen functiën van de hoeken 
A, & en C beleekenen , dan zal eene derde lijn CC', die 
door het dooranijdingspunt van eerstgenoemde gaat , tot ver- 
geiyking hebben: 

pa— q&=z0 (C) 

De bedoelde lijnen nu door A , B, C respeclivelijk lood- 
recht op (a), (b) en (c\ hebben vergelijkingen van den vorm: 

m'fi -4- n*y = (d) 

Va ■+■ n'y = (e) 

l"a + m"0 = (f) 

terwijl de loodrechte stand vordert, dat (a) en (d), (b) en (e), 
(c) en (0 voldoen aan de voorwaardes-tcergelijking (zie Ferrers 

4* 
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N. Meelk. , § 17), //' + mm' 4- nn' — (mn' 4- m'n) CosA — 

(nl' + n'l) Cos B — (lm' + Vm) CosC=0, waaruil volgt : 
m\q — r &w ^) +n' (r — q Cos A) = ü , 
/• (p — r Co* 5) -j-n' (r— ƒ> Co* £) = 0, 
V»(p + q Cos C)— m w \q -^ P CosC) — i 

heigene voor de gevraagde algemeene vergelijkingen geefi: 

0(qCosA — r) + y(y — rCosA) = 0, . . . . (g) 
y(p — rCosB) + a(pCosB — r)=0,. . . . (h) 
*(q+pCos C)+P(P+?CmC) = 0; . . . . (i) 

terwyl blijkbaar de coördinaten van het snijpunt zijn: 

q f pqir 

Als toepassing der vergelijkingen (g), (h), (i) kiezen wij de 
opgave van Voorstel 24*, waar gegeven z\jn de lijnen: 

bc ca a b 

Deze vergelijkingen identificerende met de gevonden algemeene. 
uitdrukkingen, verkrijgt men: 

(q CosA — r)b = (q — r Cos A) c , 

q b — c Cos A Cos C 

7 — ~ c — bCosA~^ CosB' 
(p — r Cos B)c=(p CosB— r)a, 
p a — c Cos B Cos C 

r c — a Cos B — Cos A ' 

{q+p CosC)az=z(p + q CosC)b 9 
p _q — o Cos C _ CosB 

9 — b — aCosG~ CosA 1 
derhalve 

(p> 9> r > — J: :(— Cos BCosC, — CosC CosA, Cot A Cos B, Cos*Ö\ 

en *< ,, Pi _ y» 

Co* yf Co* # Gm(?' 
XXXVI. Voorstel. 
Door A. Bentbem Gz. 
Be vergelijking : 
* Co* iii Cos^il + p Cot lBCos*ïO + y Cot *C Cta»* C = , 
*f*/t <fe maehtlijn voor van de cirkels in en om den assendric- 
hoek beschreven. Men vraagt naar het bewijs. 
Opgelost door A. Uenthem Gz. 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. N°. 35—37. 5» 

Oplossing van A. Benthem Gz. 

Uit Fbrrers § 39 volgt door herhaalde quadrateering voor 
de vergelijking van den ingeschreven cirkel: 
** Co* \A + p Co* \B + y* Co* \C — 2py Co* \B . Co* \C— 

— 2y* Cm 9 \C.Co* \A — 2*0 Co* \ A.Co* \B = Q, 
en uit § 35 voor die van den omschreven cirkel 
0y Sin A + yz SinB -f. a0 Sin C = 0. 
De vergelijking 

a*Co*\A + pCo*\B + y*Co*\C — • . ; 
— k(|3y Ji*/l-t-y* 5iii JP + «0 &» O) = . . . (a) 
stelt nu in het algemeen alle kegelsneden voor, die de vier 
beiden cirkels gemeenschappelyke punten bevatten. Daaronder 
moet voorkomen het stelsel der machtlijn met de lyn op on- 
eindigen afstand, wier vergelijking is a% +bf$-\-cy=0. Neemt 
men dus voor die der machtlijn aan /* H- m|3 -f- ny = 0, zoo 
moet het product dezer twee identisch kunnen worden met (a) 
voor eene bepaalde waarde van k. En die identiteit zal leiden 
tot de bepaling van /, tn, n. Zij geeft toch 

l = -Co*iA, m=i\co*\B, n = -Co*\C; 
abc 

lbCo*\C+cCo*\BV 

voorU k z=z — x '- 

bc Sin A 

_ (cCoë*iJ + aCoê*iC) * 

~ ca Sin B 

_ (aCo*\B+b Co** \A) % 

~ ab Sin C 

_ {a + b + c)* 



81 
De vergelijking der machtlijn wordt bijgevolg: 

*Co*iA + %Co**iB+-Co*\C=0 
abc 

Co*\A „Co*\B Co*\C A 

of a — 4-0 — hr — = 

01 " SinA ^ P SinB ^ 7 SinC 

of nog* Cot\A . Co*\A -f. Cot\B. Co$*\B +y Cot\C. Co*\C-0. 

XXXVII. VOOBSTBL. 

Door A. Bentdem Gz. 
Foor alle geheele positieve waarden vannenp, mitsp > 1 tij, 
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geeft de herleiding van [p 4- ^(p 9 — I)]" een geheel getal met 
een gebroken ; bewijs, dat het geheele getal steeds oneven zijn zal 

Opgelost door A. Benthem Gz. 

Oplossing van A. Benthem Gz. 

Zy a het geheel getal en b de breuk, dan is: 



Verder isp — r/> a — 1 < I, derhalve is zulks ook (p- %/p— 1)". 
Noemen we deze waarde 3', dan is: 

Is nu n even, dan is: 

.... + (p«-l)ï) 



en voor « oneven is 
a 



i + *+ A'= 2(f+(5)/»— »(P*- l)+(j)p— *(P 9 ~ 1)"-*- 

-+(J)^-i) , t), 

dus in elk geval is a<\-b + b' een even getal. 

Nu zyn echter b en b' beide breuken, kleiner dan de een- 
heid , dus is b -j- b' = 1 , bijgevolg a een oneven getal. 

Aanmerking. De opgegeven stelling gaat zelfs door voor 

(p + VjP — qY* ingeval Kf** — ? > p — 1 en 9 positief is. 
XXXVIII. Voorstel. 
Door W. H. Wisselink. 
De wortels der vergelijking: 

# 4 — m* 8 -f- ns* — pm +9 = 
stellen de zijden eens in een* cirkel beschreven vierhoeks voor. 
Men vraagt den inhoud van dien vierhoek uit te drukken in 
m, n, p en q. 

Opgelost door W. H. Wisselink, S. de Jong Jz. en 
A. Benthem Gz. 

Oplossing van W. H. Wisselink. 
Noemen we de wortels der gegeven vergelijking «, b t c en 
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d en stellende #= i (a + b+ c 4- d), dan is volgerts eene 
bekende stelling : 

Inb. vierhoek = j/(* — •)(•— *) (* — «)(«■— «*)• 
Volgens bekende eigenschappen der hoogere mach is vergelij- 
kingen is: a + b + c + d = +-«1, 

ab + ac + orf + Ac 4- bd ■+- erf = n , 
a£c + aM •+- «erf -+• Acd = -f- p f 
nócd = 9. 
en j = $m. 

Dus, Inh. vierh. = \/(\m — «) (Jm — £)(|m — c)(fcm — d)= 

= i i/(m —2a) ( w — 2£) (ot — 2c) (m — 2d) = 
==i t/(m> + 4aó — lm (a + £)) (»»» -h 4** — 2*t (c + rf)) =r 
^^(w 1 — 2m i (a+b+c+d)+tm*(ab+ac+ad+bc+bd+cd) 

— 8m (oóc +- abd + acd •+■ tori) 4- \Qabcd) = 
=Jj/(m* — 2m % .tn -|- 4» s .n — 8#/i.^ + I69) = 
=J^(16^ — 8mp -+- 4m f ft — m*). 

XXXIX. Voorstel. 
Door W. H. Wisseliwk. 
De meetkundige plaats te bepalen van het snijpunt van 
twee normalen tot de cubiscfie parabel y* = ax* , ttelke lood- 
recht op elkander staan. 

Opgelost door W. H. Wisselisk en A. Benthbm Gz. 

Oplossing van A. Benthbm Gz. 
Volgens de formule is de vergelijking eener normaal van 
de kromme, wier vergelijking is /(*, y)=0, in een punt 
wiens coördinaten zyn *i,y,: 

(f-*>|-('-*.>ijf=°. 

In dit geval , waarin /(*,y) is: 

y* = a* % , 

heeft men voor de normaal in het punt (* f , y 4 ) : 

(y — y t ) 2a# f + (* — #4) 3y 4 * = 

3y * 
en voor den richlings-coefficiênt van deze — —-• 

Voor de normaal in een tweede punt (* t , y,) heeft men: 
(y - V 1) 2*r, + (m — s 4 ) 3y t • ss 



en voor haren richlings-coefficiênt 



2o#. 
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Deze normalen snijden zich nu, volgens de opgave, in een 
punt, wiens coördinaten mogen zijn /»,?, dan heeft men: 

._fri' _ yi— y en 3y t a = yt— 9 

2**i *t — P 2a*s x t — p' 

waaruit deze vergelijkingen worden afgeleid: 

*i(3yt , + 2fly, — 2aq)=nSpy^ en 
*,(3yi*+2ay, — 2*9)=:3py,* .... (1) 
Volgens de Iweede voorwaarde* in de opgave vermeld, moet 
het product der richtings-coefflciênlcn der beide normalen 
zijn = — 1. Hen zoude derhalve deze twee vergelijkingen 
(1) met elkander moeten vermenigvuldigen» doch w\j kunnen 
eene van deze, b. v. de eerste, tot de tweede magl verheffen, 
en dan y t eny, als twee van de wortels der resulterende 
vergelijking aanmerken. Doen wij dit, zoo verkrijgen wij: 

•i'Pf^ + Kay,» — I2*qyi*+***yi l — &*%. 
-MaV) = 9/>* yi * 

of daar y, s = as^ , 

9 yi *+12ay^H-4«(fl — Sq)y t * -a(8aq + 9p*) 9l 

+ 4aV = & 
Deze vergelijking heeft twee positieve wortels, welke nu 
mogen zijn y { en y a , de beide overige y 3 en y 4 , dan heeft men 

4q(q — 3y) 



y i + y» + yi + y% = — 3 « , ^iv 



n 



a 4 

^yiy*yi = g (8*tf + V), y ,y,y t y 4 = ö « V- 

3vi* 3V. 1 

Volgens de opgave moet nu — •£-*— x — 5 ^ 1 -zljn=— 1, 

hieruit volgt na lichte herleiding y,y, =— a* $ en dus is 

y^^V^'^j*. 
Stel nw y , '■+• y, == <, y, •+- y 4 = u, dan is 
£y,y t = «»+y,y, + y^ 4 ,of^o(a— iq)=tm+^9* + -p % , 
derhalve 20 . 1 ,„., „, . ,„. 

£y«y»ys =* y»^ +yjyi» of £(&»$+ V)=4 q % t + ^ •*•» 
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4 

en terwijl men heeft * + u = — - a , vindt men uit deze beide 

ö 

-a{8aq+9p*)+8oq* 
laalsle vergelijkingen »= s 

81 4* 

of _ 36q(8gy4-8y'+27g') 

"~\ 04a 1 — T2ÖJ* 
derhalve volgens vergelijking (2) . 

3ea(8^ + qp» + 27y , f 36a (8q g + flip» -f- 27g') 4 1 
64«» — 729 9 » j 64a» — 729?* + 3 a | 

20 1 

= 8Ï°'-Ï2* (,6a + 27 * ) 
of de noemers wegmakende en voor p en q stellende de ver- 
anderlijke coördinaten s en y: 

1296a«(8fly+27y 2 +ö*«)2+48fl«(8ay+27y 4 +Ö* s X 6 4a a — 720y 9 ) 

20 1 

+gjfl , (64a«..729y«)»- i ^y(ieii-|-27y)(64a«^729y«)«=0 l 

welke dus is de vergelijking van de gevraagde meetkundige plaats. 

XL. Voorstel. (*) 

Door W. H. Wisselink. 

De meetkundige plaats te bepalen van zoodanig punt dat 

de som der vierkanten van de normalen uit dat punt tot de 

parabel y % = 2pv getrokken , standvastig zij. 

Opgelost door W. H. Wisselink en A. Benthem Gz. 

Oplossing van W. H. Wisselink en A. Benthem Gz. 
Men stelle de coördinaten van het punt, dat aan de voor- 
waarde voldoet, te zijn a, b, en de coördinaten van eenig 
punt der parabola, wier vergelijking y' = 2px % * 4 , y t , dan 
is de vergelijking der normaal die door de beide punten 'gaat 

<fi-*) = -J(»i-«), 
waaruit wordt afgeleid: 

*tfi + «Ti — oy i — pb = , 
of, daar y i , = 2/wr ll 

y 1 » + 2p(p-.a)y i -2p«A = (1) 

(•) Ontleend aan Bmot it BouquET, Geometrie AutU/tique. 
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Men kan derhalve drie normalen aan de paranoia uit hel 
punl (a,É) trekken. Noemt men de wortels dezer vergelijking 
yi» y«. y». dan is 
yi+y»+y»=0, Vtii+yiVs+V&^plp-a) en y t f0 s =V*> 

Volgens de opgave nu is, wanneer * t , *j , *» de abscissen zijn 
der punten, wier ordinaten zijn y t , y,, y 3 : 

C*i-*)»-i-(ri— *)•-*-(•*— «) , -i-(y«— *)•-»-(».— • )*+(».-*)* 

of herleidende: 

(•i'+'i'+V)— ^(•t+^+^J+Ör^+^+ft*) 

— 2i (y, H- y, + y,) + 3o* H- 3*» = e» , 

of daar y 1 *=2/>* 1 , y,»=2/»* 2 , y 8 *=2p# 8 , yj+y,+y»=0, 

4p(yi*+y**+y 8 4 )— 2pW +y s ' +y. , )+(y, 1 +y^ l -^-y» , ) 

+ 3a» + 36*=c*, 

(y 4 * + y«* + y» 4 ) + V (p - «) (y.» + y, 1 + y.*) 

+ 12(o» + i»)/>» = 4cV • (2) 

Haar uit vergelijking (1) volgt: 

y,* + 2p (p - a) y t * - 2p»4y, = , 
derhalve 

(y 4 * + y s * + v»*) + 2/» (p - «) (yi 1 + y,* + y 8 ») 
-2 JB »*(yi+y ï +y 8 )=o (3) 

aftrekkende nu verg. (3) van verg. (2) en uit aanmerking dat 

yi+ya+ya^o, 

2p(p-«0(y,' +*• + *')+ 12(«»+A*)p* = 4e>« :(4) 
Maar men heeft 

yi*+y!y» +yiy» = o, 

dus y, * = — (y,y, + y,y 8 ) = y,y 8 — 2p (p — o) 
en derhalve 

yi* + y«' + y«* •= y«y» + yiy» + va* — e/» (p — «) 

of =2/>(p — o)— 6p(p— o)=— 4p(p— «) 

en de vergelijking (4) wordt: 

_ 8p* (p — a)« + 12 (a* + J»)p* == 4c*p* 
— 2p* + 4<y — 2a* + 3a» + 34* = e* , 
o» + 36» + tap — 2p* — c» = 0. 
Stellende nu in de plaats van a en * de veranderlijke coör- 
dinaten * en y, heeft men voor de gezochte meetkundige 
plaats 

*» + 3y * -h 4p* — 2p* — e* = 0. 
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Stelt men in deze vergelijking x = *' — 2p , y = y ', dan wordl 
zy *'* -h 3y' f — 6p* — c* = 

en de meetkundige plaats is eene ellips. 

XLI. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

Fan een bohormigen vierhoek , om weMa» een ctrfeJ te- 
schreven kan worden, zijn de spherische straal van dien cirkel 
en drie van de vier bolvormige hoeken , die rondom de pool 
gevormd worden, als de stralen naar de hoekpunten getrok- 
ken zijn, gegeven. Men verlangt den inhoud van dien vierhoek 
in die gegevens uit te drukken. 

Opgelost door W. tan Haarst. 

Oplossing van W. var Haarst. 

Zij (zie fig. 17) ABCD de bolvormige vierhoek, P de pool en 
AP = BP = CP = DP = r de spherische straal des omschreven 
cirkels. Laten voorts de hoeken APB = * , BPG = en 
APD = 2 gegeven zijn, dan is hoek CPD=360°— (*+p+i) 
= y. Noemen wij nu den inhoud des vierhoeks I, den in- 
houd van de driehoeken, waarin die vierhoek gedeeld wordt 
door de stralen naar de hoekpunten getrokken , A, B, C, D, 
dan is, als d i9 d v d# d z de halve spherische excessen van deze 
driehoeken voorstellen en R de straal van den bol 

A== § ^xR**,B==A ><R « 5r ,c = A >< Ri 5r , D= i X R. 3r| 

l = k + B + C+ü = d + di + o d *~* md * xJL i *, waaruit volgt 

_ CóidCotd^oIjdi + dJ—Cótd— Cotij— Cot(d t +d s ) 

~ CotdCotd i + CotdCot (<4 •+• d z ) 4- Cot d i Cotfa -f- d 9 ) — 1 

_ (CotdCotd i ^\XCotd t Cotd r ^l}^(Cotd+Cotd i XCotd^'+-Cotd s ) 

~~ (CotdCotdi— ïKCotdt+CotdJ+tfotdiCotdi-lXCotd+Cotdi) 

* j Cot*lr+Cosx _ . Cot*\r + Cosp 
o, daar Cotd= 1-. t Co,d t = — !_ -f, 
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XLII. V O O B 8 T E L, 

Door W. var Haarst. 

Als men uil de polen van den bolvormigen vierhoek, in hel 
vorige voorstel vermeld, koorden naar de hoekpunten trekt, 
begeert men den inhoud van het lichaam te bepalen, waarvan 
de koorden de ribben zijn. 

Opgelost door W. tan Haarst. 

Oplossing van W. vut Haabst. 

Nemen wij aan, dat er om den bolvorm i gen vierhoek 
ABCD een cirkel beschreven kan worden, welks spherische 
straal AP = BP = CP = DP = r en de bolvormige boeken 
APB=«, BPC = 0, CPD = y enAPD = 360°— * — 0— y=J 
gegeven zyn. Noemen wij de zijden des vierhoeks tegen- 
over deze hoeken a v b it e i en d i9 de koorden dezer bogen 
a, b, e en d en de vlakke hoeken van den door deze koorden 
gevormden vierhoek A, B, G en D, dan wordt blijkbaar, als wty 
den diagonaal BD trekken , de vlakke hoek ABD door den- 
zelfden boog van den omschreven kleinen cirkel gemeten als 
de halve bolvormige hoek APD, terwijl hetzelfde plaats heeft 
met den vlakken boek CBD en den halven bolvormigen CPI). 
Wy hebben bijgevolg 

hoek ABD = i* en hoek CBD = $y> 
dus B = hoek ABD H- hoek CBD = i (J + y). 

Op gelijke wyze vindt men 

A=i(0+r), C = i(* + *)en D = i(*-|-|3). 

Nu is 

. t. j L .«^ , • SinkSinkBÜ , # Stni(0+y)S*»lJ 
inb. dneh. ABD = ia 1 X^m — r™\= i fl, X «.l,7L 

8 iSm(A-hABD) * A*i(0+)+7) 

en 

. L , . L nnn , rtt SinC SinCBD , „ Sini(*+i)Sinly 
inh. dneh. CBD = J6* x - - ; rDnN = *** X —Y t — - — — , 
&n(C-|-CBD) &9*i[*+y+i) 

en dewijl inh. vierh. ABCD = inh. drieb. ABD -h inh. drieh. 

CBD is, hebben wij, dien inhoud I 4 noemende, 

I — i fl « v &V> * (g± y) fel? . i&l y 5>n * ( *+*> 5,f> ^ 

Bedenkt men bierby dat 

Sin\ (|3 + ^ + y)= &'» (180°-- **) = Sin^*, 
St*i(«-f-y + *) = A»(180o— i(3) = Stni(3 
en Sini (0 + y) = &* (180° -i«— i*) = &iti(* + i) 
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is, dan kan men schrijven 

i i c- i/ «ƒ•**»** b*Sin\y\ 

Drukken wij nu de zijde AB = a, van den gelijkbeenigen 

bolvormigen driehoek APB in de beide andere zijden met 

den ingesloten hoek uit, dan is de gewone formule 

Cos a 4 = Cos* r -+- Sin* r Cos et % 

daaruit volgt 

Cosa % = 1 — Sin*r{\ - Cos*) = 1 — 2 Sm* r Sin* \<t 

. 1 — Cos c, ^. _ 
en dus - ? = Sin* fa = ** f r Sin* fa 

waaruit An i^ = An r. &« $«. 

Op gelyke wijze is dan ook 

Sin fa = Sin r Sin Jft Sin fa = Sin r Sin £y 
en Sin id i = Sin r Sin fa 

En dewijl blijkbaar. 

a = 2R Sin fa,b = 2R Sin fa , c = 2R Am Je, 
en rf = 2R 5m J^ 

is, hebben wij 

a =2R £m r Sin* }« f 6 = 2R Sin t Sin* {0 , e = 2R SinrSin*\y 
en d = 211 Sin r Sin* fa 

Schrijven wij dan deze waarden van a en b in de verge- 
lijking (a), dan wordt zij 

ii = 2K* Sin*r Sin±{a + l){Sin\* Sin\ï + &in\$Sin\ 7 ). 

Noemen wij eindelijk den inhoud van het gevraagde lichaam 

I, dan is 

2 4 

I = - Rï 4 = - K*Sin*rSin\ {*+l){Sini*Sin\ï+Sin\pSin\ 7 Xb) 

Aanmerkingen. Voor y = a, en i = wordt de loodrechte 
doorsnede een rechthoek. In dit geval is 

Sini (* + $)=Sin9Q°= 1 en I =-R> AVr Sini*SiniP. 

Is daarbij = *, zoodat die doorsnede een kwadraat wordt 

4 
dan is * = 90° en I = - R* Sin* r. 

ö 

Stelt men hierin r = 90°, zoodat de omschreven cirkel een 

4 

groote cirkel van den bol is, zoo wordt I = -R*. 

3 
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XLflI. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Indien de vergelijkingen van een cirkel en eene rechte lijn 
gegeven zijn , de coördinaten van zulk een punt in laatslge- 
melde te bepalen, dat als men daaruit raaklijnen aan dm 
cirkel trekt , dê hoek 9 welken deze met elkander maken, een 
maximum zij. 
Opgelost door W. van Haarst. 

Oplossing van W. van Haarst. 
Zij r de straal des cirkels eo m, m { de coördinaten van zijn 
middelpunt, dan is zijne vergelijking 

&-■•!)■ +(#-«)«=r*. 
Zoo als bekend is, wordt de vergelijking van de raaklijn 
aan eenig punt (n, n { ) van den cirkel 

(jf — »i)(*i — *»i) + (*—*•)(* — «•) = r* . . (a) 
Nemen wy nu aan, dat deze raaklijn door eenig punt (p,Pf) 
gaat, dan moet 

(Pi — m i)( n i — 9n i) + (p — w) (n — w) z= r* 
zyn , en doordien het punt (n, n,) op den omtrek des cirkels 
ligt , moet fa — f»!) 1 -H (n — m) 1 = r * 

wezen. Om uit deze beide laatste vergelijkingen n en n t op 
te lossen, hebbeu wij uit de eerste 

(Pi — "iH"!— » i ) l =f 4 -2rt(p— m) (n—m)+(p—m)*(n- »i)« 
en uit de tweede 

(Pi — m iY K — m i)' = r * (Pi - ^i) 1 — (Pi — "i) 1 (* — «O 1 
en dus door gelijkstelling der beide laatste leden 

{(p — *) l +(Pi — «i) 1 }^ — m ) > — 2f J (p-m)(#i -m) — 

-rM(Pi-^) , -f , }=O f 
waaruit wij , door n — m op te lossen , vinden 
n _ w __ r f (p— m) ±r(p i — m t V{Qo~-m)» -f- fo— Wl )»— r» } 

(P — ^) % + {p i — ^ i ) % 
en dan wordt 

_ r»--(p--fn)(m-tt) _ 

*i — w i — ' — 

Pi— m \ 

__ ^(Pt — »t)=F *Q> — w) |^KP — «O 1 +fo — "f) 1 - r» } 

(p — m)» + (p f _ m,)» 
Door nu deze waarden in de vergelijking (a) ie substitueren, vin- 
den wy voor de vergelijking van de raaklynen, welke uit eenig 
punt buiten den cirkel aan den cirkel gelrokken kunnen worden: 
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(y - «i) [r(Pt - »,) =F (P — «) W) 
4- (*-m) {r(p— m).-^— m 4 )^P} = r {(p-m) l +(p 1 -m 1 ) 1 }, 
waarin kortheidshalve 

V —{p-m)* +(p l -m i )* -r* 
genomen is, en de bovenste teekens bij elkander behooren. 
De vergelijking der eene raaklijn is dus 

'fr — «0 + fa— «j)^ 

F ^(Pi-mi)-(p«-m)^P 

r {p (p— m) -h p, (p, — m f )} — (m iP — mpj \/V 

r(p t — mj — (p — m) ^P 
en die der andere 

r(p — ™) — fa — -Jl/P 
y r(p 4 — «»i)+(p — «Ol/P 

+ 'JP(P — «0 + Pi(Pi — tw t ))+(m l p — mpJ^P 
r (p 4 — m^ -!- (p — m) ^P 
Noemen wy in deze vergelijkingen de coëfficiënten van s 
A en A 4 en den boek, dien de raaklijnen met elkander 
maken» $, dan is 

^ A— A, 

en om derhalve tg (p ia de gegevens uit Ie drukken, is 

en 

, + A»,=- ((f -.). +(p ,-., P -^ )x ^^g 

en alzoo 

to A _ 2r|/P _ 2r l /((p-iy + (p f — i t y — f«} 
* V -p-r«- (p_ w )* 4 -(p 1 -m 1 )»-2r* # 
Nu is het punt, waaruit de raaklijnen getrokken zijn, (p^) 
en nemen wij aan , dat de gegevene vergelijking van de lyn , 
waarin dit punt liggen moet, y = as + b is, dan zalp f '='qpi-A 
moeten zijn , en daardoor wordt dan 

fa *= 2 'i'Up-'»)*+("p+'>-'»tr-<*} 

(p — m)«-+-(ap + A — m 1 ) 4 -2f« 
en wij zullen nu moeien bepalen , voor welke waarde van p 
de hoek <p een maximum of minimum wordt. Indien nu <P 
altijd kleiner dan 90° bleef, zou <p en tgQ tegelijk een maxi- 

5 
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mum of minimum worden; dit is echter hier geenszins het 
geval, waarom wij de waarde van Siui<p berekenen, welke 
voor een maximum of minimum van |$ en dus ook van 
zelve zoodanig wordt. Nu is 



Coê$ — 



l/(l + tg*<p) (p — »•)* + (<¥>+* — «i)* 



e- ia i/l — Cm* 

en Stn\Q=ifr 



2 1/ {(p— m)* + {ap 4- b-m^*} 

Differentiëren wij nu tweemaal ten opzigte van p, dan vinden wij 
d Si n j(ft (•* + l)p + ab — am i ^-m 



<P#njtp _ rV g^M , a _ J«»+l)p+(«*---«m 1 -m) 
en dp* — rX "P^" +irX j^Q* • 

waarin Q = (p — m) 1 4- (ap -f- 5 — mtf is. 

De eenige waarde van p, welke het eerste quotiënt gelijk 
nul maakt, is 

am i -f- m — ab 

P ~ i*+l 
en, daar deze den tweeden term van het tweede quotiënt nul 
doet zyn, wordt dit laatste quotiënt Degalief, ten bewijze dat 
genoemde waarde van p een maximum voor Sin\q> en alzoo 
voor \<p en derhalve ook voor q> daarstelt. Men ziet gemak- 
kelijk in, dat in dit geval p de abscis is van den voet der 
loodlijn, welke uit het middelpunt des cirkels op de gegevene 
lyn neergelaten kan worden. 

XLIV. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
De vergelijkingen van twee cirkels zijn gegeven. Men wil 
aan den omtrek van den eenen cirkel de coördinaten van een 
punt bepalen, zoodanig dat als men daaruit raaklijnen aan 
den tweeden cirkel trekt, de hoek dier raaklijnen een maximum 
of minimum zij. 

Opgelost door W. var Haarst. 

Oplossing van W. van Haarst. 
Zij de vergelyking des eenen cirkels 

y* H- x* = r* 
en die des anderen 
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üit het vorige Voorstel vinden wij dan terstond, door m = 
en m i = te stellen , voor den hoek, dien de raaklynen, uil 
eenig pont (p, p A ) aan den eersten cirkel getrokken, met el- 
kander maken 

eo, dewyl ook hiertp grooler dan 90° zijn kan, en een maxi- 
mum voor tg <p dan geen maximum voor <p oplevert, flemen wij 



«. , f/l — £°*0 



2 K(p>+P,*) 

Dewyl nu het punt (p, p 4 ) op den omtrek des tweeden cirkels 
liggen moet, hebben wij - 

(Pt-^-Kp-*)^'! 1 , 
waaruit volgt 

p 1 = »±K{'i t — (p — •?} en 
p* + p l *=2«p+r 1 * + ** — a*±2*|/'(r 1 *-(p — a*)} 

en daardoor wordt dan 

r 

An ** ~ |/{2ap + r 4 *+A*-«*±2&K^-(P--*) f ]J 
en du zal 9 een maximum worden , als Sin l<p hel is. 
Differentiëren wij deze vergelijking, dan is 
d Sin j(p _ 

"^~ ~ 

_ — l/{r, a -(p — q)»} ±*(p-a) 

-^ | /j ri t_(p- fl )S}(2qp-hr 1 »H-^--a*±2^[r 1 f --(p-a)«]}»' 

Om het tweede differenliaalquotiênt op te maken, stellen 
wy ter vereenvoudiging 

r? — {p— o) 4 = A en 
2Êt + rf+& — *±V>i/k=i* 9 



dan is 



Sin l<p f 



d Sin 10 _ ^ f o_ fr(p — fl I 

KB 8 KAB» ] 



dA = — 2(p — a)rfp en 
2a^±2iQ,-a) 

Voorla -rfpii^ pjëi * 



5» 
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en *(p-o) 

- KAB» 



-xi*_-4- ffl r„ _x( 3«KA±3S(p-«) p-a ] _,_ 

- q= i7Ap ±a *Ö'- )l PïiBi PW}** 

Nu is dus 

fj^ =f J 3 j aV 1 M^^ 2 )(p-«) 2 ±2a^(p-o)^A} hr* ) 
** ( KA 8 B 5 + pA»B»j' 

Door nu het eerste differentiaalquotiënt gelyk nul te stellen, 

verkrijgen wij 

en deze waarde in het tweede substituerende, daarbij in het 
oog houdende, dat de bovenste teekens bij elkander behooren, 
vinden wij, daar 

en ^B = qz r 4 + ^(a* 4- b*) wordt , 

&JXnW_ _ r (a* -f- ó«) ^(a* + &*) 
»• H 



** *r* { qr r, + ^(a* + ó*)}*' 

Het blijkt alzoo , dat bedoelde hoek voor 

ar i 

o — a — 

een maximum en voor 

ar, 

een minimum wdt. Blijkbaar zijn deze de abscissen der 
punten, waarin de lijn, welke de middelpunten vereenigt, den 
omtrek des tweeden cirkels snijdt. 

XLV. V o o r s T e l. (*) 
Door A. Benthem Gz. 
Te bewijzen f dat, als men van eenig punt der kegelsnede 

-= + tl = 2, raaklijnen aan de kegelmede — + % = 1 jrefci, 

de middellijnen , die door de raakpunten gaan , toegevoegde 
middellijnen zijn. 

(*) Dit en de volgende drie Voorstellen behooren tot de opgaven van 
het examen voor Master of Arts in Junij 1867 bij de London-Univeraity, 
voorkomende in den London-Almanac van 1868, 
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Opgelost door A. Bekthem Gz. en D. B. Wisselikk. 

Oplossing van A. Behthbm Gz. 
Laat (p,q) en (jp 1 ,g 1 ) de raakpunten zijn , dan zijn de lijnen 
die het middelpunt met dezelve vereenigen: 

y="* en y = — *. 
P • Pi 

Er moet dus bewezen worden dat 

Tg*Tgp f^ = -^L .....*. (*) 

is. De vergelijkingen der raaklijnen zelve zijn: 

Voor het snijpunt derzelve vindt men na eene kleine her- 
leiding : 

* = .-!i=JL en y = i*-*Z^_ ; 
pii—ptq Piï— Wi 

dit snijpunt moet liggen op de ellips: 

«» + i» ' 

door de substitutie der waarden van * en y in deze laatste 
vergelijking verkrijgt men: 

• i (fi-f) , + * , (Pi-F) , = 2(|,t-PtJ) 1 • • (0 
Voorts liggen de punten (p,j) en (jfoft) op de ellips 

— + fr = 1 , men heeft dus ook : 

£ + £ = 1 en ^H-Sf = 1.7. .(1) 

Of a*q* +b*p* = o*i* en o'jj* + **/»!* = «***, 
-waardoor de vergelijking (0) overgaat in: 

■•«* + b% PPt — •'*• = — f *«i* + %iMi — Pi V 

Telt men hierbij het produkl der vergelijkingen (1), dos: 
i _PV . 1*1** ■ p'fi'+PiV 



dan vindt men: 



g?i , PPi_ P*ft' ■ ?ffi«ft . 9W 
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waaraan klaarblijkelijk voldaan wordt door: 

welke laatste vergelijking geeft : — = -. 

«Pi a * 

Substitueert men de U vergelijking in (2), dan verkrijgt 
men pq i — p { q = 0, hetgeen aanduidt dat de inhoud van den 
driehoek, die den oorsprong en de beide raakpunten lot hoek- 
punten heeft, gelyk nul is en dus de raakpunten samenvallen, 

qq 4 A* 

zoodat steeds —= — -;• zal zijn. 
PPt a% 

XL VI. Voorstel. 

Door A. Benthem Gz. 
De lengte der assen te bepalen van de doorsnede der ellip- 

X 1 v 1 z % 

soide -r+ 7r-+--r= 1 niet het platte vlak teH-row-h«3=0. 
a 1 b % e 1 

Opgelost door A. Benthem Gz. , D. B. Wisselmk en W. H. 

WlSSBLINK. 

Oplossing van A. Bentheh Gz. 
Neemt men bet vlak van doorsnede als JX-vlak aan , dan 
zal in de transformatie-formules : 

x=zs f Cosb —y'Sin^Cos^ yzszs'Sinty+y'CosïCosl en *=y'Sini 
l m P-f*m* 

en Cos 8 = -====== 

yP + m* + n* 

zijn. 

De substitutie der genoemde transformatie-formules in de 

gegeven vergelijking der ellipsoïde geeft: 

^(CosH 8in*4>\ t „/ Sin** Cos*9 Co*** CosH , Stn*t} 

* l^?" + & ) y \ 7* b* + cW 

+ 2*y (1 — ^)Sin* Cos* Cos 9= 1. 

Schrijft men deae vergelijking in den vorm: «r^+fly' 1 -!- 
2y'j?y' = 1 , dan zal de lengte der assen uitgedrukt worden 
door de positieve wortels der vergelijking: 

M — yV- («+««■ + 1=0 • . . . (1) 
Voor de coëfficiënten dezer vergelijking vindt men uit de vorige: 
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aB~y*= -i— (c* Cos* 6 + (b* Cos* + + a* Sin* +) Sin* 6) en 
«Wc* 

of na substitutie der boven opgegeven waarden : 

**- y =oWcMiH^T^) en 

_ n» (ge* -f q»c») + (^ + "»*) +P +m»6V+ftA? 2 

_ a ^« (/» -h m») + fl'c» (/' 4- »') 4- *»*» (m» +n') 
— a»*'*» 1 (!'+»'+«') ' 

De substitutie dezer waarden in de vergelijking (1) geeft: 
(a'|'-|- »'«••+ c'ft s )g* 

+ m*b*e*{P + m % +n*)=0 (2) 

waarait dus de positieve waarden van q moeten bepaald wor- 
den, die de lengte der assen aangeven. 

Aanm. De vergelijking (2) kan na eenige herleiding onder 
de symmetrische vormen: 

*•!•({•— **)(}' — * % ) + b % m*{q* — •*)(?* — c 1 ) 

geschreven worden. 

XLVH. Voorstel; 
Door A. Benthem Gz. 
Is (x,y,s)=Av*+Aty* + A % z*+2Byz +2B i zx + 
2B&y = 1 de vergelijking eener conicetde , dan zal de door» 
snede met het vlak fo+my + nz = S eene gelijkzijdige hyper- 
bel zijn, byaUUen(P(hm J n) = (A^A l +A l )(l t + m l -hn l ) 
is. Vrage naar het bmijs. 

Opgelost door A. Bbnthem Gz., D. B. Wisselink en W.H. 

Wisselink. 

Oplossing van A, Benthem Gz. 

Brengt men door den oorsprong een vlak evenwijdig aan 
het gegeven vlak, dan kan men door middel van de transfor- 
matie-formules : s = jp' Cos $ — y ' Sin $Cos6, 

y = * 9 Sin$ + y l Cos1tCosl , 

MZzy'Sinl, 
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de doorsnede van de conicolde met dit nieuwe vlak bepalen; 
daar voorts alle evenwijdige doorsneden gelijknamige kegel- 
sneden opleveren, behoeven wij dus slechts de voorwaarde te 
zoeken, waaronder de genoemde doorsnede eene gelijkzijdige 
hyperbel zal zijn. De substitutie van de aangegeven formules 
in de vergelijking 0(*, y, s)= 1 geeft: 

s*(ACos*4> + A i Sin* * 4- 2B % Cos + Sint)+y*(ASin*4>Cos* 6 

4- A t Cos* * Cos* 9 + A t Sin* 9 — 2B t Sin* Cos } Cos* 6 

— 2B t Sin + CoslSint 4- 2BCos b Sin 6 Cos 0) 4- (2*y)x 

( — ASin$Cos$Cos8 + A t Sin4>Cos$ Cos$ + B t Co$* }Co$t 

— fij&'n' + 6V»0 + £ t £bf * Sm 9 -j- *Sm * Sm 6) = 1, 

Zal deze vergelijking eene gelijkzijdige hyperbel voorstellen, 
dan moet de som der coëfficiënten van ** en y'=0zijn, 
en dus 

{ACos* fl 4- A t ) Sin* + 4- (A 4- A t Cos* *) Cos* * 4- ^, «•• 8 
4-25, Stn J/Co** 5m s 6 — 2(5, Sin^-B Cos ty Sint Co* 0=0, 

| m 

maar nu is: Sm ^ = = , CVw * = = , Sin 9 = 

1/ P+w 1 _ . n ^ 

= f^.-r i = en Ca» * = -==== . Deze waar- 

r /» 4- m ' 4- n * yl* 4- »»* 4-n* 

den, in de gevonden voorwaardes-vergelyking gesubstitueerd , 

geven, wanneer men Vl* 4- w» 1 4- n* = p stelt: 

(An* A \ l* / A x n*\ m* 

+ 4^>_ tti *_ wl+fc) !L a=0f 

of na vermenigvuldiging met p 1 en herleiding: 



4. ^ t (p> _ »*) = 25i?m 4- 2B t ln+ 2B t lm 

ot (^4-^t + ^i)(' f -H» a 4-» , ) = ^/ , -h^,» t 4- ^2*' 

4- 21bmi 4- 2*4/11 4- 2£,fa, 
dat is: ^am,»)=(^ + ^ 1 4-^,)(/ t 4-»» 1 4-* 1 ), 
waardoor het gestelde bewezen is. 

XLVIII. Voorstel. 

Door A. Bekthex Gz. 

Zonder differentiaalrekening de vergelijking op te maken 
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van den kegel , die eene gegeven ellipsaide omhult , en welks 
top in een gegeven punt ligt. 

Opgelost door A. Benthem Gz., B. D. Wissblink en W. H. 
Wisseliuk. 

Oplossing van A. Benthem Gz. 

Zij het gegeven punt («, 0, y) en de ellipsoïde (- J +. f?J H- 

f-) = l. Laat voorts door dat punt en door een punt (*,y,s) 

der ellipsoïde eene lijn gaan en zy {x n y v z 1 ) eenig ander 

x — x y — B z — y 
punt dezer lijn, dan is: =— — l. = 1. , 

»i — * »i — p *i — y 

Stel dat elk dezer verhoudingen gelyk zij aan p, dan is: 
s = *+p(s t — a\ ar = 04-p(y,— P) en* = y-t-p(*,— y). 

Substitueert men deze waarden in de vergelyking der ellip- 
soïde, dan verkrygt men met weglating der accenten: 

Zal de lyn de ellipsoïde raken» dan moeten de beide waar- 
den van p gelyk zijn; de voorwaarde dat zulks het geval is, 
geeft voor de vergelijking van den kegel: 

r*(s — *) | g(y — g) | y(«-y yi 9 _ 

of na herleiding : \ 

(- r -«)«(P> c » + yH 1 -A l c , ) + (y-j3)*(aV-+-y ï a ï -o t c») 
+ (*— y) l x(«^ , +P , o 1 -a , ^)^2«|3c»(*-«)(y-p) 

waarvoor men kan scbryven : 
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Of OOk: 

XLIX. V O O I S T E L. 

Door H. van Blanken. 

£*n stoffelijk punt beweegt in eene ellips onder de werking 
van twee aantrekkende krachten in de brandpunten 9 elke om- 
gekeerd evenredig aan de tweede macht van den afstand. 
Vrage naar de snelheid in eenig punt der loopbaan. 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Laat bet stoffelijk punt , na den boog AP =3 * te hebben 
doorkropen, in de rigtiog der raakltfn PT, eene snelheid v 
verkregen bobben. Stel den voerstraal FP = r, den voerstraat 
F'P = r 4 , en den hoek FPT = 0. Verder de halve groote as 
der ellips =« en de snelheden, welke de aantrekkende 
krachten, bij eene ongestoorde werking, in eene tijds-eenheid 
op den afetand a aan het stoffelijk punt kunnen mededeelen, 
g en g\ dan is de versnelling der kracht in F, in de rigting 

der raaklyn PT = ^-£-Cos0 

aV 
en die der kracht in F' = ^Coscp. 

*%* 

Men heeft bijgevolg 

vdv a % tt „ . a*g' „ ± 

-—=^Cosê f- CoeQ. 

ds r s f4 1 

Of, omdat ds Cos <p — — dr = + dr t is , 

v dv=-?-£dr f-d^. 

r* r i 

Derhalve v* = — 2 H 5. + c. 

r r i 

Was nu aanvankelijk 

vz=v t , rzzzr' en r t z=:r t t 9 
dan verkrijgt men: 

„»___4. — _ — _*.+,, . 
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Steil men de normale drukking, welke de ellips in het 
punt P ondergaat, =D, de kromtestraal in dat punt =p 
en de massa van bet stoffelijk punt =m, dan beeft men: 

D= — -5 & n <M r-&n0 ; 

Stelt men verder de balve kleine as = *, den parameter 
:2 P =_ « 
dan heeft men: 



OJLS L 

= 2p=— r en de normaal in het punt P = n = - j/rr lf 



Brengt men deze waarde in bovenstaande vergelijking, dan 
verkrijgt men achtereenvolgens: 

D> _*Ft ( <yV 2«'g 2«V , *»'g. t *y_ r ,. 
w r r, r «'t r ' r t' 

= — ; — + — — +-^ + 77-~ , ' , ' 

Nemen «dj na aan, dat er geene normale drukking plaats 
heeft, dan moet men hebben: 

weshalve men verkrijgt voor de snelheid in eenig punt van 
de loopbaan: 

,. = *!*-+ ^-ag-ag'^&t-r)* ^(2*-^) = 
r r % r r t 

r r t 

Wanneer de brandpunten in elkander vallen, gaat de ellips 
over in eenen cirkel, en men heeft alsdan in elk punt van 
de loopbaan: •* = ag + *g'. 

Neemt men den afstand FF'=2a, dan gaat de ellips over 
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in eene regte lijn. In dit bijzonder geval kan het bewegend 
ligchaam blijkbaar verschillende snelheden hebben zonder eenen 
normalen druk voort te brengen. 

Laat in dit geval het stoffelijk punt aanvankelijk in het 
midden O der lijn FF' eene snelheid *, in de rigting van O 
naar F hebben en na den tijd t in het punt P zijn gekomen 
en aldaar eene snelheid v hebben verkregen. Stelt men nu 
OP = s en bygevolg PF = « — s en PF'=a + », dan 
heeft men: 

d*x a*g a*g' 

1t* ~ (a — s)* ~ (a + *) ,# 

/dm\* 2a* t 2a V 

Derhalve: ^=[-7- =?^+ï--2- — 2ag--2ag' + v i *. 
\dt) a— x a+x ° ° 

Neemt men nu t> i t = ag + ag' 9 dan verkrygt men weder: 

v*=agx + ag 'X — — = «ffX — bag 'X-. 

° a — x ° a-H* ^ r ^ r i 

Aanmerking. In het bijzonder geval van £' = wordt 

v':=ayx~. Op het uileinde der kleine as is dus alsdan 

de snelheid = i/ag, en bygevolg de sector, dien de voerstraal 
in eene tijdseenheid beschrijft = \b]/ag. Hieruit volgt verder, 
omdat de inhoud der ellips =afcr is, voor den omloops-tijd : 

T = 2*\£. 
8 
Stelt men de versnelling der kracht in het brandpunt op 

u 
den eenheids-afetand = p en bijgevolg g = -, - % , dan verkrijgt 

a* 4** 

men T = 2*j/'-- ; derhalve T* = .a 8 . 

f* p 

L. Voorstel. 

Door H. van Blanken. 

In een verticaal vlak zijn oneindig vele lemnisctiten, die 

een gegeven punt O tot middelpunt hebben, terwijl de assen 

langs de lijn 01 vallen, welke met de verticale lijn OT een 9 

hoek van 45° maakt. Vrage naar de kromme , die van elke 

lemniscate een boog OP afsnijdt , langs welken een lichaam 

zonder wrijving in een bepaalden tijd kan glijden. 

Opgelost doot H. van Blanken. 
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Oplossing van H. van Blinken. 
Laat OP de boog eener lemniscate zijn , welker as met de , 
vertikaal naar beneden getrokken, lijn OT eenen hoek van 45° 
maakt. Stel den voerstaai OP = « , den hoek POT = <p en 
de halve as der lemniscate =a, dan is 

*'=a l iSïn20 (a) 

Stel den boog OP=#, den tijd, in welken een lichaam 
door dien boog is gegleden , = t en de verkregen snelheid 
= v , dan is 

v — \/2g% Cos <p 

' = ƒ * d l— d4 >. 

o i/2g*Co$Q * 

Dit vergelijking (a) heeft men 

s = ay/Sin 2(p 

adfP 

Door substitutie van deze waarden verkrijgt men: 

/9 a&p _ f9 ad<p 

l/2e% Cos Ó Sin2ó ~J l 



\/2g% Cos <p Sin2<p •/ ^{2ag CosQ Sin2<pi/Sin2<p) 

_ U a f9 j» 

— r 4gi/2J Co9 > /h q Sinï f 

Hen heeft 

d<p _/ Sin<p \-* d<p _ / Sin <p y* /Sin<p \ 

Cos* <p Sin* <p ~ \CoTq) Colt* $~\ Cos <p) \Col^r 

bügevolg ƒ ^^ = 4 (£$? 

*'*~^ gP^Colq)' ~ g % Cos V~ g % Cos*Q ~~g*Cos*<(>> 

De gevraagde kromme is dus een cirkel, die Igt* lot mid- 
dellijn heeft. 



Digitized by VjOOQ LC 



T8 WISKUNSTIGE 

LI. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 

Eene dunne geiijksUwhtige staaf, die de gedaante van een 
cirkelsegment heeft, slingert om eene as, welke in het midden 
van den boog loodregt op de schijf staat , gelijktijdig met een 
eenvoudigen slinger, die gelijk is aan den straal des cirkels. 
Vrage naar hst aantal graden van den boog van het segment. 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Laat M het middelpunt des cirkels zijn, AB de koorde van 
het segment en G het midden van den boog AB. Het zwaarte- 
punt G van het segment ligt dan op den straal MC. Laat 
gegeven zyn MC = a, MG = A en hoek CMA = CMB = a. 

Men trekke uit het middelpunt naar eenig punt P van het 
segment de lyn MP, welke de koorde AB in een punt D 
doorsnijdt* en stelle hoek CMP = 0, MP = * en MD = » 1 = 

— — --. Voorts neme men een gedeelte der schijf, dat de 
Cosq> 

vierkante lengle-eenheid tot oppervlak beeft, tot eenheid 
der massa en stelle de massa van de schjjf =* en hét 
moment van traagheid ten opzigte van eene as, die in M lood- 
regt op het vlak des cirkels staat, =«i a , dan heeft men: 

/+« Pa i f+a 

J zdtpds.zCostp^ip/ {at — s^CosQdf 
— a «i — a 

2 2 

= T° f (<Wn«~ Cos % aTa*gn) — ~a> Sin**. 

3 3 

1 , /+•/- Co,**. 



—* 



j*. ** 



l 



Neemt men nu in aanmerking, daty ——=tgp +~$tg*Q is, 
dan verkrijgt men: 
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mk % = - a % ( «•— Sin « Cos** — - Sin** Cos *\ 

= ^a*x(*~jSin*Cos*(l + %Cos**)). 

De lengte / van den eenvoudigen slinger, die gelyktydig mei 
de schyf slingert, is dus: 

_ mk% — 1 8 * — Sin * Cos* (l-f-2 Cos**) 

«* * 9 

Wanneer men in deze uitdrukking 8in* — *— — + _ - 

* % « 4 

en Cm « = 1 — y + — neemt, dan verkrijgt men : 

l—sJ—Tft** + •••)• Hieruit blykt, dat /, voor eene on- 
eindig kleine waarde van <*, = a wordt, en aanvankelijk ver* 
mindert, terwijl « aangroeit. 

Voor *= 60° wordt / = i«x?^=4^== 0,9592a en 
voor * = 90° wordt / = ^= 1,178U. 

o 

Hieruit blijkt , dat , voor eene waarde van * lusschen 60° 
en 90°, / = * wordt. In dat bijzonder geval ligt bet slinger- 
punt in het midden C van den boog, weshalve de slingertijd 
alsdan niet zoude veranderen, zoo men de schijf liet slingeren 
om eene as, die in C loodregt op het vlak des cirkels staat. 

Voor / = * wordt bovenstaande vergelijking 

3« — Sin % Cos * (1 -h 2 Cos*») — 4 Si*** = 0. 

Deze vergelijking kan men , inachtnemende dat 2 Cos** = 
\ + Co*2* en 4 &*'*= 3 Sin * — Sin 3« is, gemakkelijk 
herleiden tot de volgende: 

12 (* — Sin x) — 4 (Sin 2* — Sin 3*) — Sin 4* = 0. 

Wij weten reeds, dat aan deze vergelijking voldoet eene 

waarde van * lusschen 60° en 90°. Bet blijkt bij beproeving 

spoedig, dat die waarde gelegen is tusschen 73° en 74°. 

73 
Stelt men nu in deelen van den straal * — — *•+-*, dan 

is s eene kleine breuk, zoodat men met eene geringe ver- 
waarloozing beeft Cos x = Cos 2x = Cos 3* = Cos 4* = 1, 
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Sins = s, Sin2x=2s, &'n3* = 3* en jStn4s = 4a?. Men 
heeft daarom nagenoeg «=1,27409 4-*, Sm «=0,95630 ■+• 
0,29238*, Sinïa = 0,55919—1,65808*, £ifi3*= —0,62932 
— 2,33145» en Sinb*= — 0,92718 + 1,49844*. 

Door substitutie van deze waarden verkrijgt men 4,29953* 
= 0,01345; dus * = 0,00313 = 10'45', en bijgevolg nagenoeg 
boog ACB=146°21'3O . 

LIL Voorstel. 
Boor H. van Blanken. 
Eene dunne gelijkslachtige staaf volbrengt, aan een uiteinde 
opgehangen, in een verticaal vlak eene slingering in n secun- 
den. Vervolgens wordt zij tot een cirkelboog gebogen en voU 
brengt dan, in het midden ondersteund, wederom in een 
verticaal vlak in n seeunden eene slingering. Vrage naar het 
aantal graden van den cirkelboog» 
Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van E. van Blanken. 
Laat M het middelpunt des cirkels en C het midden van 
den cirkelboog AGB zijn. Het zwaartepunt G van dien boog 
ligt blijkbaar op den straal MG. Stel MC = a , GC = k en 
hoek CMA = hoek CMB = «. 

Men trekke naar eenig punt P van den boog AB den straal 
MP en de koorde CP, en stelle hoek CMP = $, boog 
CP = $ = aQ en koorde CP = s = 2a Sin $6. Voorts stelle 
men, de lengte-eenheid der staaf tot massa-eenheid aan- 
nemende, de massa van den boog AB = m en het moment van 
traagheid ten opzigte van eene as, die in C loodregl op het 
cirkelvlak staat, = mk l 9 dan heeft men 



mhz=J (a—aCos<t>)^dQ = 2a*J Sin*\Qd<p, 

r+* ds r+* 

mk*=zj ** — d<p = ia*/ Sim*tfdQ. 

— * d< P —m 

De lengte / van den eenvoudigen slinger, die gelijktijdig 

met den boog slingert , is dus : 

mk % 
l = — = 2a = de middellyn des cirkels. 

Stelt men de lengte van de staaf = x , dan is de lengte 
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van den eenvoudigen slinger, die met de staaf gelijktijdig 

2 
slingert, -* = / = 2a\ bijgevolg x = Sa. 

o 

Hel aantal graden van den boog AB is dus = — X 180° 

= 171° 53' 14*. 

LUI. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 

Een gelijkslachtig viervlak rust met een hoekpunt A op 
een horizontaal vlak, terwijl de ribbe AB een verticalen stand 
heeft, en wordt nu gedurende t seconden door eene op het 
hoekpunt A werkende horisonlale kracht zoo voorigeschoven , 
dat de ribbe AB den verticalen stand behoudt. Vrage naar 
den doorgeloopen weg. 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van H. van Blanken» 

Men trekkc uit het hoekpunt A naar het zwaartepunt G de 
lijn AG, en stelle AG = l, hoek BAG = «, de massa van 
bet viervlak = m en de horizontale kracht = R. 

Op het viervlak werkt in hel zwaartepunt G eene kracht 
mg van boven naar beneden. Verplaatst men deze kracht 
evenwijdig aan zichzelve naar hel hoekpunt A , dan ontslaat 
er een koppel, dat mglSinx tol moment heeft, en waarvan 
de as loodregt op het vlak GAB slaat. Door de horizontale 
kracht K , welke in hel hoekpunt A werkt , evenwijdig aan 
zichzelve naar zwaartepunt G te verplaatsen , verkrijgt men 
weder een koppel , waarvan de werking , omdal er geene 
draaiing plaats heeft , gelijk en tegenovergesteld is aan die 
van het vorige. De as van dil koppel moei daarom ook lood- 
recht op hel vlak GAB slaan, en hel moment K/ Cosa=: mgl Sin a 
zijn. Hieruit volgt K =mgtg a. Deze kracht werkt nu in 
het zwaartepunt in de richting der projectie van AG op hel 
horizontale vlak. 

Daar het viervlak in hel punt A op hel horizontale vlak drukt, 
zal er bij de beweging nog eene wrijving W kunnen ontstaan. 
Dil geeft echter geene wezenlijke verandering. De kracht K 
moet dan slechts zooveel grooler genomen worden , dal de in 
het zwaartepunt werkende kracht K — W = mg tg* blijft. 

6 
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Stelt men nu den weg, langs welken bet viervlak in t 
seconden is geschoven , = * , dan is 

d*s ds 

m — = *£#«; bijgevolg — = gttg* enx = igt*tg*. 

Stelt men de ribbe van het viervlak 3 a en de hoogte 
= h t dan is A=-a|/6 = aCo$*\ derhalve Co8* = ~i/6 

3 «1 

en tg* = 1^2. Hierdoor verkrijgt men * = •—&. 

UV. Voorstel.*) 
Door C. J. Matthes. 
Uit ieder hoekpunt van een driehoek tjjn door twee gegeven 
punten lijnen getrokken. Te bewijzen: dat de zes snijpunten 
dier verbindingslijnen met de overstaande tijden des driehoeks 
aan den omtrek eener kegelsnede liggen. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Laat de gegeven ponten P en Q zyn (ƒ, g, A) enfAg'i*')» 
dan heeft men voor de punten: 

A„ - — \\ A t , j, — jp' alsmede « = 0; 
B lfi -^ ■••p-p. • *-0; 

De onderstelling! dat die zes punten aan den omtrek eener 
kegelsnede zouden liggen, brengt mede dat zij voldoen aan de 
algemeene vergelijking 

na» + vp* + wy* +2u'py + 2v'y* + 2w'«(3= ; 
zoodat g*v + h l w+ 2gku' =0, 

g**v + h'*w + 2g'h'u'=0 t 
/*u + A»m>4- 2fhv' = 0, 

ƒ'*« + *"» -t-2/"AV = 0, 
f*u + g*v + 2fgw' =Q, 

Hen heeft dus alleen te bewijzen, dat de eliminatie der zes 
betrekkelijke waardijen van u, t>, w , u' f v', «?', uit die zes 

*) Dit en do volgende xes voorstellen lyn ontleend een Fsbbbes 
Memoere Meetkunde, voorbeelden SS, 29, 30, 81, 82, 88 en 84. 
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vergelijkingen eene identische vergelijking geeft, 
«oorden: dat de determinante 


met andere 


D = 


g* h* 2gh 
g'* h' % 2y'A' 
f* A» 2fk 
f 11 h' % 2fW 
/• g* 2# 
r 1 tf' 1 2f'g' 




= — 8 


gh A» g* 

g'A' A'« ^ 
fh A' P 
/*A' A" /'• 


= Ois, 




/ir ? r 

tv 000 g *r 







hetgene men door herleiding werkelijk bevindt het geva 
te zijn. 

LV. VOOBSTEL. 

Door C. J. Matthes. 

Een kegelmede is beschreven welke drie gegeven rechte lijnen 
aanraakt en door een gegeven punt gaat. Te bewijzen: dat 
de meetkundige plaats van haar middelpunt weer eene kegel- 
snede is. Voorts , in meetkundige taal, de ligging van hel 
bewuste punt met betrekking tol de rechte lijnen aan Ie wijzen, 
bijaldien de meetkundige plaats van het middelpunt een cirkel 
is. Eindelijk de meetkundige plaats van gezegd punt te vin- 
den , opdat de meetkundige plaats van het middelpunt eene 
gelijkzijdige hyperbel zij. 

Opgelost door C J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Als men de drie gegeven rechte lijnen als zijden aanmerkt 
van den coördinaten- of assendriehoek , is de vergelijking d<jr 
kegelsnede die ze aanraakt: 
L*** -h M*fi* + Wy % — 2MNfo - 2Nby* — 2LM*$ = 0. 

Voor de coördinaten van het centrum heefl men, (zie 
Ferrebs, bl. 33,) 

(*) _ (g) _ (y) 
JVb + Mc ~ Lc 4- Na "" M a -f- Lb' 
b'ugevolg 

6* 
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«0(«-KyJ-*(*)] A[c(y)-|-<i(*)-A(|3)] «M*)+*(«— <<r)] 
Deze waarden gesubstitueerd en levens voor *, (3, y de 

coördinaten f,g,h van hei gegeven punt gesteld hebbende, 

vindt men, mei weglating der haakjes, voor de meetkundige 

plaats van het centrum: 

* x a % {a l f* + *y 4- cU» — 2Ac*A -h 2c«A/"4- 2aA/£) 
H-/3 , ^ t («V 1 -f-^V 4- c*A* 4- 2Ac#A — 2cahf + 2abfg) 
4- y 1 ** 1 (a*/* + b*g % -h c*A* 4- 2bcgh+ 2cahf— 2abfg) 

4- 20yA« (« V 1 — * V* — C * A * — 2 % A ) 
4- 2y*ca (— a*/** 4- ó f g* — c*A* — 2cahf) 
4-2*0aA(— a 1 / 1 — b % g % 4-c'A 1 — 2aA/fc) = 0; dus eene 
kegelsnede. 

Zal die kegelsnede een cirkel zyn, dan moet voldaan wor- 
den aan de voorwaardesvergelijkingen, (zie Ferrers, bl 75, $ 84,) 
tob* H- t>c* — 2w'Ac =nc* -h wa % — 2t>'ca = va*+ub 1 <— 2w'ab % 
dal is, in dit geval, aan : 

b*c % (bg+ch) % = c % a % (ch + afY = a*b* (af+bg) % . 
Hierin kan worden voorzien , maar ook alleen , op vier 
verschillende wyzen, door te stellen: 

bc (bg; -h cA) = ca (ch 4- af) = aA (a/ + Ag) , 

of — . 6c (Ag -h cA) = ca(cA4-a/)= <*b(af + bg) t 

oï bc (bg 4- ch) = — ca (cA -h af) =z ab (af -4- bg) , 

of Ac (Ag 4- cA) = ca (ch 4- af) = — ab (af 4- bg) j 

zoodal vier punten aan hel vereischte beantwoorden, waarvoor 

men na cene lichte herleiding vindl: 

ift 6> *) :•'( 5^-7 • aS^iS • 5?^? J 

(/•.ft. A 8 )::(- ^,1^' — c^ï*' tf^ïcJ 

of wel, door combinalie mei af 4- Ag4-cA = 2/ , als men 
</ lf <J 9 , cf 3 , r, r r r 8l r 3 voor de hoogte-lood lijnen uit A, B, C 
en voor de stralen der in- en aangeschreven cirkels stelt: 
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f — -~r , g = -r , A _ ~r , 
ri r a f 8 

's — ~--r r 2> £t = T r «» * — — T *' 



Ti 



1 

^3 = — -'s, g s = — ~r Sl /i 8 = T r,. 

Moet de meetkundige plaats der middelpunten eene ge- 
lijkzijdige hyperbel zijn, zoo dient, (zie Ferrers, bl. 75, §83,) 
aan de voorwaardesvergelyking 

y 4- v 4- w — 2i#' Cos A — 2t>' Co* tf — 2w' Cos C = 
voldaan te worden, welke, na substitutie der waarden van 
«, c, te, w', t?', i0', geeft. 

fl y > + ^> + C *A* 4- 2o'c* Co* A. gh 4- 2c , a* Co* B. fh 
+ 2a*b*Co8C.fg = 0i 
derhalve voor de meetkundige plaats van het punt (f f g 9 k) 
wederom eene kegelsnede. 

LVI. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Fier cirkels zijn zoo beschreven, dat elk van de vier drie- 
hoeken, gevormd door drie van vier gegeven rechte lijnen, weer- 
keerig gekoppeld is met opzicht tot een hunner. Te bewijzen, 
dat de vier cirkels eene gemeenschappelijke chordaal hebben. 

Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Laat (zie fig. 18) AB , BC , GA en EDF de vier gegeven 
lynen zijn, dan neme men A ABC voor assendriehoek, en zij 
k -t- ftt|3 + *r = de vergelijking van EDF, waardoor men 
terstond voor een van de bewuste cirkels verkrijgt, (zie 
Ferrers, bl. 42, § 48,) 

a »(5«4. c »-. a «) a * + 0«(c«4-fl J -i a )P , +cV+' i --^)y« = O, . (1) 
terwyl de coördinaten der punten D, E, F zullen zijn 

. = 0.* = -21: 

n m 

P=o^ = -^r = o, ! = -£.... .(2) 
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Laat nu van den tweeden cirkel, waartoe de driehoek AFE 
gekoppeld is, de vergelijking in 't algemeen zijn: 

na* + vp* -h wy* 4- 2w'0y + 2v'y* -f- 2w'ap = , 
dan is E ten opzigte van dien cirkel de pool van AF(y=0) 
en F « « « « « cc « « AE(P = 0). 
Volgens Ferrkrs, bl. 69, zijn nu voor de poollijn (p, q, r) 
van een punt (f, g, h) 

uf + w'g+v'h w'f + vg + u'h v'f + u'g + wh ,, x 
P g r 

dus hebben wij in dit geval 

voor E en AF: im — ©7 = 0, w'n — i*7=0, 
alsmede voor F en AE : urn — «7=0, v'm — u'l = ; 
waaruit volgt u'l = v'm = w'n (4) 

. fftti nl lm »- N 

en !•' = — s» f v' = -u, w' — ^u (5) 

Zy nu A« 4- pp 4- >y = de vergelijking der onderstelde 
chordaal, dan moet, (zie Ferbers, bl. 77 en vg.) 
«»(J* + c «— a*)* 1 + &'(c 2 4- a»-4*)|3* 4- cV 4-* f -c , )7* 
+ A(^-|-/te(3-h>y)(a* + ^4-cy) = 0. . . . (6) 
de vergelijking van den tweeden cirkel kunnen voorstellen, 
of wel na herleiding : 

[a*(b*+c*— a*) + ak\] ** + [b* (c* + o 1 - ft')+Mp]0* 
+ [«•(•• + *•— o 1 ) -f- cA»]y * 4- (bv 4- *fc)Jtfr 4- (cA 4- av)ky* 
+ (ap + b\)k*Pz=Q, (7) 

waaruit terstond volgt wegens «7 = v'm = w'n (4) 
(bv 4- cp) l = (c A + a>) m = (ap + bh) n , 
derhalve voor de chordaal: 

* = f! - l .(8) 

(bnl+clm—amn)a (clm+amn—bnt)b (amn-\-bnl—clm)c 

bijgevolg 

(bnl 4- elm — attn) a* 4- (c/iw 4- amn — 4»/) 60 

4-(a»n4-6^ — c/m)cy = (9) 

Voor den derden cirkel, behoorende bij aBDF, byv. heeft 
men geheel op dezelfde w^js uit vefgg. (3): 

voor D en BF . . . w'n — v'm = 0, vn — u'm = ; 
» F » BD * . 7 10'* — vl = 0, *'»i — «7 =0. 
bygevolg evenzdo t*7=t>'* = i&'n 
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eo «' = — r r, t> # = — », id'ss — -t> . . . .(10) 

m % m* m* 

Het blijkt derhalve, dat men ook voor den eersten en der- 
den cirkel dezelfde chordaal moet vinden als voor den eeraten 
en tweeden; voor den vierden cirkel eindelijk kan de uitkomst 
geen andere zyn. 

Tér nadere bevestiging willen wij de vergeiyking van den 
tweeden cirkel uitbrengen. Omdat het een cirkel is , hebben 
wy het navolgende verband : 
wb*+tc* — 2»'te=nc l +«Hi*— 2c'<*=wi l +.«&*— 2«>'a4 .(1 1) 

Substitueert men nu de waarden in u van u\ *' f w* (6) 
in de algemeene vergelijking der kegelsnede, benevens in de 
vergelijkingen die haar als cirkel bepalen, zoo verkrijgt men 
de volgende vergelijkingen in u, v, w: 

{e*P—2ea*l+2bcmn)* — c*l*v + (a* — b*)l*w = o\. (12) 
(4 1 /* — 2ablm+2bcmn)u + (** _c*)/»t>— b*l*w ±= 0. J 

Worden daaruit u, v 9 w geëlimineerd, zoo heeft men in de 
determinante 

«*/»+20y««+7^+*P*»). fi % , y 
J* c*l*— 2canl + 2bcmn , — c 1 , «*— *• =0. .(13) 

b*l* — 2ablm+2bc*u >o*—c % 9 —b* 

de vergelyking van den tweeden cirkel, welke na herleiding 
wordt: 

ö t( è t + c i_ a i)/*,t 

+ [b*(c*+a*—b>)n~2ab(*'-b*)lm + 2abcn(an—br)}fi* 
+ [c*(a*+b*—e % )l*-~2ac(**- c*)tn + 2abem[a*—cl)]y % 
+ 2(fynn + yanl+*ptm)o*[b*+ö*-* »*)=*<>. (14) 
fièze zelfde vergelyking komt naar behooreü voor den dag, 
als men in verg. (7) voor a, p, ?, & déze fraftrdén Stelt: 
ï^tml^lm^mn)a t fi=:{clm+amn—bnr)bs=(awm+bmt- clm)c 

q(&» -f C» -*-«») 

— («* — M) («*-*- *0 
Voor den derden en vierden cirkel had men te nemen: 

* — (foi_aw)(M_a*) • (d— m)(om — Au) 4 
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LVII. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Als A, B, C, A', B', C' zes punten zijn zoodanig, dat derechte 
lijnen B'C', CA', A'B' de verschüUnde poollijnen van de pun- 
ten A, B, C zijn met betrekking tot eene gegeven kegelsnede, 
te bewijzen: dat de drie rechte lijnen AA', BB', CC' één punt 
gemeen hebben, en dat de snijpunten van BC met B'C', van CA 
met CA', van AB met A'B' in ééne rechte lijn gelegen zijn. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Als «, v t w, u', t>', u>' de constanten van de algemeene 
trilineaire vergelijking eener kegelsnede zijn, en van eenig 
punt (ƒ, g, h) de poollijn is (/, m, n), dan beslaat er dit ver- 
band, (zie Ferrers, bl. 69): 

"f + w'g-*-i>'k _ w'f+rg-f-u , h _ v'f+u'g + u>h 
l m ~ n 

waaruit volgt, als men ABC tot assendriehoek neemt, voor 
de vergelijkingen 

van B'C' «* -f- u>'& -f- »V = j 

» CA' w'a+ cj3+f*'y = ol; (1) 

» A'B' t>'* + ti'0 +fry = 0) 

voorts voor de coördinaten 

* y \ 
vanA' d =- = F \ 

ff' F ~ D'i W 

zijnde U= vw — «'*, f = «>« .-»'», jPs; Hp — »'», 
V' = v'w'—uu', r' = u/ u ' — t>t', >F'~H'v' — mo'. 
Mitsdien zyn de vergelijkingen 
van AA' F'/3 — JP y = 0) 

, BB' ü>*-<F"y = oi, (3) 

» CC' l/'«~ F'0 = OJ 

waaruil terstond blijkt dat zij allen door één punt gaan , ie 
weten: 



(«, fc y) :: Q„ ±, ~). 
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Voor de doorsnijdingspunten van 



ft .* _ 



(«) 



BC en B'C' vindt men *, = , -■ + -' = 

CA en CA' » » p 5 =0, ^+^ = 0/ 

AB en A'B' » » y 3 =0, S + B? = 0Ï 
die blykbaar allen gelegen zyn op de rechte lyn, welke tot ver- 
gelijking heeft: 



* P y 
u' v' 10 



LVIII. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Bijaldien twee driehoeken eener zelfde kegelsnede omschre- 
ven zijn, liggen hunne hoekpunten aan den omtrek van eene 
andere kegelmede. Vrage naar het bewijs. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Zyn (/, , «4 , * f ) , (/, , », , ii j), (/ 3 , m„ n 8 ) de drie lijnen, 
die behalve de zijden van den assendriehoek de kegelsnede 
aanraken, dan valt er te bewyzen dal hare doorsnijdingspunten 

(*i» Cf 7i)> (*i . 0j > 7i)> (*s> ftt 7a) met de hoekpunten 

A , B , C aan den omtrek eener zelfde kegelsnede liggen. 

Twee van die punten bepalen met A, B, G eene kegelsnede, 

de vraag is dus maar, of het derde punt ook daarin ligt. 

Daartoe wordt vereischl dat voldaan worde aan de voorwaar- 

desvergelyking door eliminatie van de onderstelde constanten 

der kegelsnede, A, p f r, verkregen, (zie Ferrers, bl. 27,) uit 

A fc * ^ A u ¥ A A u 9 

— + £■+ — =0, - +-£-4- — = 0, -+£h — = 0, 



*i Pi 7i 
dat is aan: 



P% Y* 



*z P* 7% 



1 


1 


1 


V 


V 


yi 


1 


1 


1 




*' 


7* 


1 


1 


1 




fV 


y« 



of 



= 



«**» ftyi (&y» — tot) + *««i fty« (ft.yi ■ 
+ «i«s^yjOiy« — 0«yi) = o. . 



■fty») 



(») 
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Zullen de drie bewuste lijnen de ingeschreven kegelsoede 
raken, zoo moet, (zie Febrers, bl. 34,) voldaan worden aan 
de navolgende vergelykingen : 

r +— H — =0, - + — H =r0, -+--*— = <); 

'i m i n i '8 m i n i '3 w 3 n 3 

welke door eliminatie van L, Af, /V, opleveren de vergelijking: 
V3 m i l, i ('Vs — *3*i) + Vi w 8 n * ("•s*! — ~ m i*s) 

+ Vi*V l a( i *i*i- B m,fi f ) = (2) 

Hel komt er dus op aan Ie betoogen, dat verg. (1) dezelfde 
is als verg. (2) en daarin kan worden getransformeerd. Te 
dien einde zy herinnerd , dat wij , (zie Ferrbrs, bl. 9 , § 9,) 
hebben : 

«i _ Pt _ y% 

194113 — flfgttg *j/ s — iij/j (|«t 8 — l t n%^ 
** _ fe _ yi 

*3*1 — ••l^S *3'f "— *1*3 ■S m I "~~ 'f m 3 

«3 _ Ps _ Ys 

in aanmerking waarvan vergelijking (1) wordt: 
(»s*i — »i*»)(»»i»i —»i«i)(«A — Vi) ('■•• — V»i)X 

+ ( m i*t — »*s*i) («i«8- Vi)Wt — *i's)(V»i — 'i«a)X 

+(m i n s —m i n s )(m 9 n t —m t n s )(n i l l —n l l l ){l i m % —l t mi)x 

{(»»*3— %*•)&•»! — '1*3)— Wi— «iWCa— V»t))=o. 

Stelt men 
/ f m s fi d — /j^n, -f-Zj^H, — / s M|is+ '3*1*3 ~" '3*3*1 = J*» 
dan blijkt by herleiding, dat de laatste factor van eiken van 
de drie termen der verkregen Vergelijking respectivelijk de 
waarde heeft van 1 { P , / a P, l s P. Hen zal dus door P kunnen 
verkleinen , en men heeft alsdan : 

(*3*l — *i*3) (*i*i- ***i) (*A — *A) (V%— Wft I 
+ (*i*i— *a*i) («WH— *3*«) (*a'i — »A) (W- 'i"A?= °- 

+ («8*3 - *3*i) (*3*i — *l*3) («A — ^i) ft"*- 4*lV3 I 

Bij herleiding en ontwikkeling dezer vergelijking , bevindt 
men dat zij nogmaals door P verkleind kan worden , en 
alsdan identisch wordt met vergelijking (2), waardoor het 
gestelde bewezen is. 
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LIX. VOOBSTKL. 

Door C. J. Matthes. 
Aan te toonen, dat de trilineaire vergelijking eener kegel- 
snede den assen-driehoek omschreven, en waarvan de halve 
middellonen, aan deszelfs zijden evenwijdig, respectivelijk gelijk 
'i, r % , r s zijn, i$: 

a . * c 

r 4 *« r t 8 rfy 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
De trilineaire vergelijking eener kegelsnede den assen-driehoek 
omschreven, heeft een vorm, waarin de vierkanten der coör- 
dinaten niet , maar alleen de regthoeken voorkomen , zoodat 
hier de constanten uit de algemeene vergelijking « = t? = to 
= zy n , en gewoonlijk 2u' = A, 2t>' = p, 2u?' = r worden 
genomen, zoodat zij dan deze gedaante verkrijgt : 

Apy + py* + »«0 = of- + - + -=0. 

* P y _ _ 

Nu blykt gemakkelyk uit eene figuur, dat als men «, 0, y 
de coördinaten van bel middelpunt noemt, voor de uiteinden 
der middellijn evenwijdig aan BC *, = » en dus * 4 — « 
= * t = zal zijn, voorts (3 4 — = y t = ± r f &'* C en y i — y 
= *! = ^f^nA 

Even zoo heeft men voor de uiteinden der middellyn even- 
wgdig aan CA: «j — *zzz* f = ^pr i SinC,fa — = y t =r 0, 
yi—y = Mi=:±:r % 8inJ en voor die der middellyn even- 
wijdig aan AB: « 8 -^* — *s — ±r s SinB , 8 — jï=±y» 
= qif $ iStii^ f y 8 — y=s 8 = 0. 

Haar in 't algemeen is, (zie Ferrers, bl. 84, bovenaan): 
tw 1 + ry» 4. «?** + 2u'yt + 2e'** + 2u?'sy = eene constante, 
die geheel onafhankelyk is van a, (3, y. 

Dit geelt dus hier 
— *r*SinB.SinC=z — firfSinC.SinA = -i'rJSinA.8{nB i 

of ^*1- ^ - "»* 

^m^~ SinB~~ SinC' 

* f* * 

of nog — i ttï: i-n= — ii 

arr, 1 6:^* err, 1 
Maruit volgt voofr de Vergelijking der kegelsnede: 
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a b c 

r i f * 'i'P 'aV 
LX. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Eene kegehnede raakt steeds de zijden eens gegeven driehoek? 
aan; bovendien is de som der vierkanten op hare assen stand- 
vastig en gegeven. Te bewijzen: dat de meetkundige plaats 
van haar middelpunt een cirkel is uit het orthocentrum van 
den driehoek als middelpunt beschreven. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Neeml men den gegeven driehoek tol assen-driehoek aan, 
dan is de Irilineaire vergelijking eener ingeschreven kegel- 
snede van den vorm 
L*** + M*P + AV — 2,«fJV0y - 2NLy x — 2LM*$ = 0. 
Bijgevolg is hier 

U = tw — f** = JP2P— M*N*= 0, 
F—wu — v* s=N*&<-N*&=0, 

U' = v'w> - i#«' = Z,*/!fiV + Z*Jf/V = 2ZMW , 

/" = wV — r p' = LU*N +LM*N= 2LM*N, 

fT 1 = u'v' — u>w' = LMV* -r £«** = 2£ JfiV*. 

De waarden nu van beide halve assen worden verkregen 
uil de oplossing eener Iweedemachlsvergelijking in den vorm 
eener delerminanle , Ie vinden bij Ferrers , bl. 85, welke na 
herleiding, en in aanmerking genomen dal 
abc (a Cos B. CosC+bCosC. Co$A + cCo$A. CoiB) — W 
is, wordl: 

— abc(u + v + w — 2u'CosA — 2v'CosB— 2w'CosC) 

r 4 r* 

+ Ua*+Fb*+ Wc* + 2V'bc + 2r'ca + 2tF'ab = 0, 

waarin 

i _ — abc X Btfi + rp + IT* + 2U'bc + 2V'ca + 2FT'ab 

LMN • A'. 

= abcX bcL + caM + abN indli *™ 1 

Door subslilolie voorts van de bijzondere waarden van 
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«, v, «?, ii', p', u?' en deeling door den coëfficiënt van -^, 

gaal zij over in: 

£_2 gC( W ^ (bN+cM) % + bCo 8 B(cL+g]ï)*+cCosC{am+bL)* 

r* f** ~Ü*l 

LMN(bcL + caM+abN) A 

+ ~ pë "- - (l) 

Zy 4p 3 de gegeven som van de vierkanten op de assen, 
dan is: 

r f « + r t «=i+I=!|_a=^ . . .(2) 

V '7* ^ X ^ 

De teller dezer zaroengestelde breuk is de coëfficiënt der 

eerste macht van ~ in vergelijking (1) met een tegengesteld 

teeken genomen, de noemer is de bekende term. Door 
deeling verkrijgt men dus, als levens de waarde van s ge- 
substitueerd wordt: 

P ~ 4(bcL -h caM + abN)* 

_ abe[aCosA(b]V^c¥f+bCoêB{cL^aIV)^cCo8C{aM^bLf) 

~ [a (bi\ + cM) + b (cL + alV) + c (oM + bL)} * ,( } 

waarvoor geschreven kan worden , daar, (zie Ferrers, bl. 33.) 

de coördinaten van het middelpunt zijn: 

<* _, P y 

bi\ + cM cL + aN aM + bL' 

% _ abc {ao? Cos A + bpCosB + cy« Cos C) 
p _ _^____ . . (4) 

Na ordening geeft zulks voor de meetkundige plaats van 
het middelpunt: 

«fy* _ bcCosJ) ** + *« (p* — caCosBfi* + c*(p* — abCosCjy* 
-h 2bcp*py -h 2cap 9 y* + 2 « V*0 = (5) 

Het is dus eene kegelsnede; of het een cirkel is hangt 
hiervan af, of er voldaan wordt aan de voorwaarde: 
wb* 4- vc % — 2u*bc = «e* ■+- wa* — 2c' ca = ra 4 -h ub* — 2w'ab , 
hetgeen na toetsing inderdaad het geval blykt te zyn. 

De vraag is eindelijk naar het middelpunt van dien cirkel. 
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Deszelfe coördinaten worden gevonden, (zie Ferrers, hl. 73,) uil: 

cc __ y 

Ua+Jr'b+V'c~ fF'a-r-Vb + U'c~ Va + Wh+Vo' 
waar V = vw — «'* = a*b*c* {bc Cos B.CosC — p*) , 
F= wu — v* =a*b*c*(ca Cos C.Cos A—p*), 
W z= uv — 10* = a*b*c*(ab Cos A. CosB — p*), 
O 1 = v'w' — uu' = a*b*c*p* Cos A , 
P*=iw'u'— vv' = a*b*c*?CosB % 
W = u'v' — ww' = aWcV Co* C. 
Deze waardijen gesubstitueerd , geven : 

« I y 

Co* A Cos C Cos C. Cos A~ Cos A.Cos B 
of cbCosA = fiCosB = yCosC 9 

dat is: (S-,f,r)::feb OT cèê) ; 

waaruit blijkt, dat het middelpunt het doorsnydingspunt 
van de hoogteloodlijnen des assen-driehoeks is. 
LXI. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

De hoekpunten van een bolvormigen driehoek en de bol zelf, 
waarop zij liggen, zijn op twee elkander rechthoekig snijdende 
vlakken geprojecteerd: men vraagt te bepalen de projecUên 
van de hoekpunten des pooUdriehoeks. 

Opgelost door W. van Haarst» 

Oplossing van W. van Haarst. 

Zooals bekend is, verkrijgt men den pool-driehoek , door 
uil de hoekpunten van een driehoek als polen, met een 1 boog 
van 90°, op den bol bogen te beschreven, daardoor ontslaan 
dus groote cirkels, en de snypunten dier cirkels zyn de hoek- 
punten des pool driehoeks. Daaruit volgt dan, dal de zijden 
van den pool-driehoek in vlakken moeten liggen , die door 
hel middelpunt van den bol gaan en de middellijnen, die door 
de hoekpunten des gegeven driehoeks gaan, loodrecht snijden. 
Construeert men alzoo die drie vlakken , dan zal in elk dier 
vlakken een boog des pool-driehqeks gelegen zijn, en de snij- 
punten dier bogen twee aan twee moeten derhalve in twee 
dier vlakken f en gevolgelijk in de onderlinge doorsnede dier 
vlakken, liggen. Na dan die doorsnede geconstrueerd te heb- 
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ben , behoeft men slechts de punten te bepalen , waarin zy 
den bol snijdt, want deze zullen blijkbaar de hoekpunten des 
driehoek* zyn. Oe drie bedoelde groote cirkels zullen echter 
bet oppervlak des bols in acht bolvormige driehoeken verdee- 
löü , waaronder evenwel maar twee zullen zyn , die aan de 
voorwaarde van den pool-driehoek voldoen , dat de zyden en 
de hoeken de supplementen van de hoeken en de zijden des 
gegeven driehoeks zijn, welke wy in de figuur zullen aanwij- 
zen door de koorden die de hoekpunten vereenigen. 

Laten nu (ziefig. 19) a v a t§ b v b t en e v c t degegevene hoek- 
punten zyo, dan trekken wij de stralen a 1 M i ,a 1 M 3> b l M v b % M t 
en c l M v c % JA^ y en brengen door het middelpunt M 1} M t vlakken 
welke respectievelijk loodrecht deze stralen snyden, dan vinden 
wy hel vlak A t AA 3 loodrecht op «M, het vlak I^BB, loodrecht 
op bVL en het vlak CfiC^ loodrecht op rM. Dewijl nu het 
middelpunt M in alle drie vlakken ligt en dus een punt van 
alle drie onderlinge doorsneden van de vlakken twee aan twee 
is, zoo behoeft men van elk dier doorsneden slechts nog één 
punt te bepalen. Zoo is voor de doorsnede DjEj, D S E 9 van 
de vlakken A f AA 9 en f^BB, het punt D 4 , D t , voor F,M 4 , F f M 2 
van BfBB, en CjCCg het punt F t ,F a , en voor GjHj.G^H, 
van Aj&A* en CjCCg het punt G 4 , G a voldoende. Slaan wy nu 
deze doorsneden om de horizontale doorgangen van hunne 
projecterende vlakken op het horizontale projectievlak neder , 
dan is DË de eerste, FI de tweede en GH de derde; bet 
middelpunt in elk derzelve liggende, kan men daarbij gebruik 
maken van zyne hoogte boven het horizontale vlak, waardoor 
dan tegelijk zyne ligging in elk der neergeslagene doorsneden 
bepaald is. Neemt men nu op elk dier doorsneden ter weder- 
zijde van bet punt M stukken, gelyk aan den straal des bols, 
dan zal men daardoor de neergeslagene gezochte punten ver- 
krygen. Die punten zijn » en s op DE , p en y op FI en 
$ en * op GH. Op de gewone wijze vindt men, door het 
trekken van de bekende lood lij o en, voor de projectiên dier 
punten n lt n t , ft,fe, « i9 %, *t,*j, y^y* en * f ,*,. Van welke 
de eerste drie, zoowel als de laatste, de hoekpunten van een* 
pool-driehoek zijn. De laatste wordt echter gewoonlijk als 
zoodanig beschouwd. 



Digitized by VjOOQ IC 



96 WISKUNSTIGE 

LXII. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

Van een gelykzijdigen driehoek, welks hoekpunten op een 
bol liggen, zijn de projectiën van eene der zijden en die van 
den bol zelven gegeven; men vraagt de beide andere zijden 
te projecteren , terwijl de projectie-vlakken aangenomen worden 
elkander rechthoekig te snijden. 

Opgelost door W. van Haarst en P. C. F. Frowein. 
Oplossing van W. van Haarst. 

Als men de werkelijke lengte van de zijde des gelijkzijdigen 
driehoeks construeert, en om de punten a l9 <r s , b { en 6 2 , met 
deze zijde als straal , cirkels beschrijft , dan kan men die be- 
schouwen als de projectiën van twee bollen. Dewijl nu de 
oppervlakken dier bollen alle punten bevatten, die op den af- 
stand ab van hun middelpunt verwijderd zijn, zoo moet het 
derde hoekpunt des driehoeks op beide bollen en gevolgelijk 
in hunne onderlinge doorsneden liggen. Zoekt men derhalve 
de punten, waarin deze doorsnede den gegeven bol doorsnijdt, 
dan zal elk dier beide punten aan de voorwaarde voldoen. 

Anders. Het derde hoekpunt moet blijkbaar in het vlak 
liggen, dal loodrecht door het midden der gegevene zijde gaat; 
dewijl echter die zijde eene koorde van den boj is , moet 
dat vlak door hel middelpunt van den bol gaan en hem bij 
gevolg volgens een' grooten cirkel snijden j maar dan moet het 
gezochte hoekpunt ergens in den omtrek van dien cirkel 
liggen en wel op een' bekenden afstand van het midden der 
zijde. Construeert men derhalve het bedoelde vlak en slaat 
men het met alles, wat er zich in bevindt, om zijn 1 horizon- 
talen doorgang op het horizontale projectievlak neer, dan heelt 
men de doorsnede in hare ware grootte en het midden der 
zijde in zijne ligging met betrekking tot dien cirkel. Men 
behoeft alzoo met de hoogte des driehoeks om hel laatstge- 
noemde punt een' cirkelboog te beschrijven, dan zullen de 
snijpunten van dezen met de doorsnede de neergeslagene 
gezochte punten aanwijzen. Op de gewone wijze vindt men 
de projectiën dier punten, als het vlak in zijn 1 vorigen stand 
wordt teruggebragt. De laatste wy'ze is hier gevolgd. 

Zij (zie üg. 20) a { b x , a^b % de gegevene zijde , m v m^ het 
middelpunt des bols. Deelen wij a i b i in c, en a^ in c 3 
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middendoor, dan is c x c % bet midden der zijde. Het vlak, 
dal in dit punt loodrecht door ab gaat, is C 4 CC a . By het 
neerslaan komt m { m^ in m, c,c a in c. Nemen wij voorts 
aa l = a t d, dan is ab i de werkelijke lengle der zijde, en dus e f 
de hoogte des driehoeks. Beschrijven wij nu om c als middel- 
punt , met ef als straal, een' cirkelboog , dan snydt deze den 
om m met den straal des bols beschreven' cirkel in de punten 
x en y. Op de gewone wijze worden dan de project ie n 
dier punten * t ,*j en y f ,y 2 bepaald. Er zijn alzoo twee 
gelijkzijdige driehoeken, Uw.: a { b { x v a 2 6 2 jr a en a 1 6 1 y i# o^b^ r 
LKI1I. V o o u s T E L. 
Door U. van Blanken. 

Van een drievlakkigen hoek zijn twee zijvlakken in stand 
en grootte gegeven, terwijl hel derde een in stand en grootte 
gegeven bol moet aanraken. Vrage : den stand en de grootte 
van het derde zijvlak door constructie te bepalen. 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Men neme aanvankelijk de voorwaarde, dat het derde zij- 
vlak den gegeven bol moet aanraken, niet in aanmerking. In 
dat geval kan men, als A'AA 9 en B'BB 9 (fig. 21) de door- 
gangen van de twee gegeven zyvlakken zijn , het snijpunt l> 
der horizontale doorgangen tot hoekpunt van den drievlakkigen 
hoek aannemen. Men trekke uit het snijpunt C der verticale 
doorgangen' de lijn CE loodrecht op de as van projectie , verder 
uit E eene loodlyn door den doorgang AA en snijde deze 
lood lijn in C i door een boogje, dat uit \ met AC als straal 
wordt beschreven. Trekt men nu de lijnen C t A en C,l), dan 
zal, als het vlak A'AA 9 om den horizontalen doorgang wordt 
neergeslagen*, de lijn CA langs C,A vallen en de doorsnede 
der gegeven vlakken langs de lijn C,D. 

Men make nu hoek C 1 DF gelijk aan den bekenden vlakken 
hoek van hel eerste zijvlak en neme CF' gelijk aan C t F, dan 
zal , als het vlak A'AA 9 weder in den oorspronkelijker! stand 
wordt gebracht , het punt F in F 9 vallen. Ten opzichte van 
het zijvlak B'BB 9 handele men eveneens, ter bepaling van 
het punt G 9 . Hel vlak li'HH', dat door hel punt D in het 
horizontale vlak en door de punten F 9 en G 9 in het verticale 
gaat, vormt nut) ykbaar met de twee gegeven vlakken eenen 

7 
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drievlakkigen hoek, die voldoet aan de voorwaarde, dat de 
twee zijvlakken den gegeven stand en de gegevene grootte 
hebben. 

Om den vlakken hoek van het derde zijvlak Ie vinden, be- 
hoeft men slechts eenen driehoek te beschrijven, die de lijnen 
DF, DG en FT/ tot zijden heeft. 

Laten nu M' en M f de projectién zijn van het middelpunt 
des bols, die door het derde zyvlak moet aangeraakt wor- 
den. Trekt men uit M' en M' loodlijnen op de doorgangen 
van het vlak H'IJIl v , dan verkrijgt men de projectién der 
lood I ij u , welke uit het middelpunt des bols op dat vlak 
valt en het horizontale vlak in N ontmoet. Door hel hori- 
zontaal-projecleerend vlak neer te slaan , verkrygl men de 
plaats van het middelpunt M op de neergeslagen loodlyn 
MN. Men neme nu op deze lyn MP gelijk aan den straal 
des bols en trekke PP' loodrecht op M'N, dan is P' de hori- 
zontale projectie en PP' de hoogte van een punt, waarin het 
oppervlak van den bol gesneden wordt door eene lijn, welke 
uit het middelpunt loodrecht op het vlak H 'UU* wordt 
getrokken. 

Hen brenge nu op de gewone wijze door het punt P het 
vlak Q'QQ' evenwijdig aan het vlak H'Hfl* , dan voldoet dit 
aan alle voorwaarden. 

Aanmerking. Had men het punt P aan den anderen kant 
van het punt M genomen , dan zoude men ook een vlak 
verkregen hebben dat evenwijdig aan H'HH* loopt en den 
bol aanraakt. Verder had men de hoeken C,DF en C # D6 
aan de andere zijde van de lijnen DC, en DG M kunnen 
nemen en alzoo in plaats van het vlak H'HH* drie andere 
vlakken hebben kunnen verkrijgen, die aan de voorwaarden 
voldoen en tot de drie overige tweevlakkige hoeken behooren, 
welke door de onderlinge snijding van de twee gegeven vlak- 
ken ontslaan. Hieruit blijkt, dat er in het algemeen acht 
vlakken kunnen gevonden worden, welke aan alle voorwaar- 
den der vraag voldoen: 

LXIV. Voorstel. 
Door J. W. Tesch. 
Men vraagt een reehtslreekseh en meetkundig bewijs van de 
stelling: wanneer in een driehoek de lijnen, die twee der hoeken 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. N°. 83—65. 99 

middendoordeelen, gelijk zijn, dan is de driehoek gelijkbeenig. (') 
Opgelost door J. W. Tbsch. 

Oplossing van J. W. Tesgh. (*) 
Zij gegeven dat de lijnen BD en GE de hoeken B en C 
middendoordeelen en BB = CE. 
Volgens bekende eigenschappen is 

AE:AC = BE:BC (1) 

AD:AB = CD:BC (2) 

CE l = ACxBC — AExBE (3) 

BD»=ABxBC-- ADxCD (4) 

Uit de onderstelling en uit (3) en (4) volgt: 

AC X BC — AEx BE = AB x BC — AD X CD. 
Ail+CD AE+BE 

of ADxBC-hCDxBC— AExBE=AEXBC+BExBC— ADxCD.(ö) 
n , /n /ON lf AExUC = BE(AD + CD) 
ü.t(l)en(2)volgt: Al , xB c = CD(AE + BE). 

Door substitutie in (5) en na herleiding verkrijgt men: 
AExCD4-BCxCD + ADxCD=BExAD-t-BExBC+BExAE 
waaruit: CD = BE. 

Uit de congruentie van de driehoeken BCD en BCE volgt 
nu onmiddellijk £.ACB = /_ABC, dat te bewijzen was. 
LXV. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

In een gegeven driehoek is een gelijkzijdige driehoek beschre- 
ven. Indien • nu de ligging van één der hoekpunten des inge- 
schreven driehoeks bekend is, vraagt men t diens zijden ie bepalen. 

Opgelost dtm W. van Haarst, A. Psjcha en P. C. F. Frowbin. 
Oplossing van \V. van Haarst. 

Laat van den gegeven driehoek ABC (zie fig. 22) op dezyde 
AB = c het punt P door den afstand BP = d bepaald zijn en 
zij danPQR de ingeschreven gelijkzijdige driehoek. Stellen wij 
dan de zijde ?Q=zx en den hoek BPQ = $, dan is hoek 
APR= 120° — <p en dus ARP — <J> 4-60°— A, terwijl blijk- 

(*) Voor deze stelling zijn bewijzen gegeven , die niet rechtstreeksch 
of wel analytisch sijn in de WUk. Opp. 1851—1859, N°. 149 en 1866— 
1S70 N°. 130. 

(4) Eene tweede oplossing is ingezonden, doch geheel overeenkomende 
met de tweede oplossing in de Wiek. Opgeven 1856—1859, N°. 149. 

7* 
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baar Sin BQP = Sin (180° — P - <p) = Sm (B + 0) is. In 
den driehoek BPQ hebben wy dan dis = Sin(B + Q)i Sinll, 

d Sin B 
waaruit #= . /D . ^ v 

£tn (B 4- *) 

en in den driehoek APR: c — d: s = ft» ($ + 60° — A) : &'n A, 

(o — d) Sin A 

waaruit *= ah^ + Wo-A) - 

Door gelijkstelling wordt dan 

dSinB _ (c—d) Sin A 
Afe(B + $) ~ Sin (<p + 60° — A) ' 
of wel 

dSinB [c—d)Smk 

SinüCo8<p+CosBSin<p ~ Sin<pCoê{eO«—A)+Cos<pSin{6Q —ky 

Daaruit volgt 

{ d Sin B Co*(60° — A) — (c— d) Sin A Cos B) X to*£ $ 

= (c — d) Sm B &n A — d Sin B &' « (60° — A ) 

(c — d) Sin A — d Sin(60° — A) 

offc<J>_ StnBx dSin]iCo8( fiQo^ K )^(c — d)Co8^Sink i 

of wel, den teller dezer breuk m en den noemer n stellende : 

Haar nu is 

Sin( 

waaruit : 

5m» B Cm 1 = Sm* B — Am» B Sm» 

<J* 2d 
= ~Sm»B Sm B <7<w B &n <p + Cos» BSm»?, 

2d *»—«*» 
dus: &V$ SinBCoêBSinQ — Sm» B == 

W S* 

en hieruit SinQ oplossende, komt er: 

• a — *&**&** ± V l d% 6» 'BSm'B + (*' -<P)Sm»B} 

c . Wv dCoê*±i/(s* — <*»Sm»B) 

eu dan vindt men gemakkelijk: 
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Sin (B +■$) = SinüCosQ+Cos BSin<p=z- Sm B, 
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(e — d)aCoset Stny SinQ + (e — d)a Sin y Sin ot Cos O 

= cd Sin et Cos (et — y) Sin + cd Sin a Sin (et — y) Co» , 

waaruit volgt : 

{erf Sin et Cos (et — y) — (e — d) a Cos et Sin y } X tang 

= Sin *{(c — d)a Sin y — cd Sin (a — y)} 

en derhalve: 

(e — rf) a Sin y — erf Sin (et — y) 

erf Sin et Cos (et — y) — (e — rf) a Cos * Sin y 

Stellen wij ook hier als in hel vorige voorstel den teller der 

breuk m en den noemer n, dan vinden wij even als daar uit 

. .... . rf Sin 06 

de vergelijking . = __, 

rf Cosa ± y/(x* — rf» Sm» a) 
1g<P — Sm *X d s . n% a ^ Co9X v(j£% _ d% Stn i a y 

en vervolgens: 

rf \/ { (n Co* ft — m Sin* x) % -f- (m Co* a 4- n) f Sin* et } 
m Cos ct-t-n 
Nu is hier m Cos «4- n = erf 5tn y en 
n Co* « — m Sin* et = erf £/n « Co* y — • (c — rf) o <Stw y , 
zoodal wij door substitutie hebben: 

^{[erf Sin* Co*y— (e — rf)o^f>iy] a 4-c s rf 2 &» a «5in a y) 
~~~ e 5i « y 

of 
_|/ {APgiii 8 *— 2ocrf(c— rf)S/iigCo* yS/fty-i-(c— rf)*o*&n *y} 
— e £/n y 

Noemen wij nu de loodlijn, uit C op AB neêrgelalen, /# en 

hel segment AD », dan is 5m«=-, Siny=z- en 

rt o 

Cosy — -T en subslilueeren wij deze waarden in die van s, 
b 

dan vinden wij: 

^fc'd» — 2erf(c — rf)p-f-(c — rf)»/»»} 
e 
en dewijl 2*y> = e* + <&• — o* is : 

_ |/ {c»rf« — rf(c — rf)(6» + e» - q»)-t- (c — rf) a a» ) 

e 
of wel: 
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_ |/ {b*d* + a'c 1 +c % d % — cd (o* H- b* 4- c 1 — cd)) 

c 
Aanmerkingen. Is de gegeveoe driehoek gelijkbeenig, zoo- 
dat c=z b is, dan wordt: 

__ V { 3c*d* 4 - a'c' — a % cd — 2t*d) 

x ^— — — — — — — — **— — — — — — — — — — — — — — — . 

c 

Is hy gelijkzijdig , dan is nog a = c. In dat geval wordt 

* = *•{<;' — 3d(c — <*)}• 
Is hij regthoekig in B, dan is b x — a* = c* en daardoor 

is dan s = -— i 1— — 2: — . 

c 

Is hy eindelijk regthoekig in C, dan is c' —a l =b % en dus 
_ \/\ c*d % — 26'<i((? — d) + (c* — 6»)(c — (f)' ) 

c 
LXVII. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
/n eew gegeven gelijkbeenigen rechlhoekiyen driehoek een 
gelijkbeenigen driehoek te beschrijven van pegeven inhoud, 
zoodot de top in een gegeven punt van de hypothenuba van den 
gegeoen driehoek ligt. 

Opgelost door W. van Haarst en A. Psicba. 
Oplossing tan W. van Haarst. 
Zij ABC (zie fig. 24) de gegevene gelijkbeenige regl hoekige 
driehoek met de reglhoekzijden KC=zBC—a en de hypolhenusa 
AB = c, dan is hoek A = hoek B =45°. Laat dan nog BP= d 
gegeven zijn en stellen wij den hoek BPQ = 0, den tophoek 
BPQ des gevraagden driehoeks a en de beenen PQ = PB = s, 
terwijl wij aannemen dat zijn inhoud I moet zijn. Jn den 
driehoek BPQ is dan d : x = Sin (B -f <p) ; Sin B en in den 
driehoek APB c — d : s = Sin (* 4- — A) : Sin A. Uit deze 
beide evenredigheden volgt dan de vergelijking 
d _ c — </ 

£fti(fi -h 0) — £m(*4- $ — A) 
en alzoo : d Sin {* 4- <p — A) = (c — d) Sin (B 4- 0) of 
d SinQ Cos (<*— A) 4- <* £0*$ A'n (* — A) 
= (c — rf) An B Co8 + (c—d)Co8 B £t*0. 
Men vindt dan gemakkelijk: 

(c — rf) &n B - rf &in(a—A) 
tg<P ~ dCos{* — K)—(c—d)CosB 
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_ (c — d) Sin B — d Si u % Cos k + d Cos a Sin A 
— dCos *Co8X + d Sin a Sin A — (c — d) Cos B ' 
Maar dewijl Sin A = Sin B =. Cos A =. Co*B is , wordl 
c — d — d Sin a-i-dCos* 
5V dCoset + dSin* — (c — d) 
Nu vonden wij in bel vorige voorstel , dat uit 

Sin(B + (p)= volgt: 

* * *. i> dCatB± V(z* - d* Sin* B) 



d Sin 1 B 3: Co* B \/{z* — <** AVB) 
en dus in dit geval , daar Sin B = Cos B is : 

d Sin B ± i/{x* — rf* Sin* B) 
* rf 5m B qp j/(* a — ** Sin* B) 
Door gelijkstelling van de beide waarden van tgQ vindt men 
dSin B ± y/{x* — cF£/n f B) __ c — <* — d &»« +<*CV« * 
rflifi Bq: r/(**— - <**Stn*B) ~ dCosx + dSina — (c— d)' 
Na herleiding komt er: 

ftw* i/[x*—d* Sin*B) = (c — d)SinU — d&inBSin* t 
waaruit : (** — d* Sin* B) (1 - Sin* *) = 

= (<j — rf) J Sin* B — 2<*(C — d) Sin* B £/n *-f- d* Sin* B £t»> a 
Of x\l ~Sin*z)=(c-d)*Sin*B+d*Sin*B—M K c—d)Sin*BSin*. 

21 

Dewijl nu ** Sin a= 21 en alzoo Sin*z=z — is, zoo heeft 

men door substitutie: 

s* — 41» =(c« — 2cd + 2d*) s* Sin* B — 4<*(c — d) I Sin* B 
of ** — (<?* — 2c<* -h2d»)*« iVBrtt'-tt (c — cOI^^B 
of daar -Sin» B = £ is , 

** — 4(c«— 2cc/-f-2<**)** = 4P — 2d(c — d}I, 
waaruit men op de gewone wyze vindt: 
*=**/ { (c—d)*+d*±i/[<Vil* — 32d(c— d)\+[(c— d)*+d*f]} . 
Ligt het punt P juist in het midden der hypothenusa, dan 
is <J = Jc en wij vinden in dit geval: 

* = il/(2ic* ± 1/(641* _8c»l-hic*)} f 
dat is s = J^(c l 4- 41) en x K zn i^(3c* — 81). Noemen 
wy nu den inhoud des gegeven driehoeks l lf dan is, zoo als 
men weet, l f = ie* en dus c* = 4li. Voeren wy deze groot- 
heid in, dan wordl # = |/2(I-hI f ) en *, =^(31,— 21). 
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waaruit ab(r* + l)—r(.»+A») r= ± y[\{q* — r) + 2P«- 2gP] 
maa r vanaó(r» -f- l)+r(o.j- 6)»= jfr» — ?)•• • .(D) aftrekkend e 
rest 2<««+aA + 4*) = j(p8_ 9 ):p k 'rj( ? «_,.) + 2P»— 2?P] 

of K« , +«*-f-**)=i(p*— ?)T*Ki(? 8 — »-)-H2l*-2$P] 
opg. abr = P 

komt r<a+*}»=P+.i(p»-.^q:^[J( ? «_r) + 2P»— 2^P.. ..(G). 
Na dezen vorm gemakshalve =Q gesteld Ie hebben, deele 
men hem in het vierkant van de vergelijking A , waardoor 
men bekomt: 

( r+ï)1 -g! 

waaruil r = - -2L-L ± ./['— ^P] . 

Noemt men alweder gemakshalve deze waarde van r=ll, 
en substitueert men haar in G en F, dan bekomt men: 

(• + *)»= £, 

4P 

maar 4frA = — 



O — 4P 

rest (a-b)*= *-_ 

Q-4P 



dus a — b = ± \/ 



R 



maar a + ^ = ± v\ 

- —M^- 

Substitueert men nu j>=39, 9 = 545 en r = 171377 
in de waarde van P, dan bekomt men: 

abr = V = 60 of 1461. 

Voor P = flO, bekomt men Q = 338 of 270, — en voor 
P = 146l, bekomt men Qr= eene onbestaanbare uitdrukking, 
die wij hier zuilen verwaarloozen. — Voor Q = 338, verkrijgt 
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men voor r= R = 2 of i, en voor Q=270, verkrijgt men 
r = R = io/ 8 of Vio. 
Neemt men nu voor r achtereenvolgens 2, */ t , *% en Vio» 
dan bekomt men voor 

a=±10, ±20, ±6, ±20 
en b = ± 3, ± 6, ±3, ±10. 
Derhalve, daar de negatieve waarden in geene aanmerking 
kunnen komen, kan de evenredigheid zyn: 
10:20= 3: 6 
20:10= 6: 3 
6:20= 3:10 
20: 6= 10: 3 
of de evenredigheid, welke met de verschillende rangschikkin- 
gen der termen aan de opgave voldoet, is 10:20 = 3:6. 
Oplossing van A. Bemhem Gz. 
Zy de evenredigheid #.*y = s:i>, dan is volgens opgave: 
* -f y +* +9 =p % (i) 

#*4-y f -i-s»-t-t> s = g (2) 

en ** + $* + »*H-** = r (3) 

Nemen wij nu nog de hulp-vergelijkingen: 

*v = ys = a (4) 

en x — y — z-\-v=.b (5) 

dan hebben wij zes vergelijkingen met zes onbekende groot- 
heden, waarvan wij vooreerst o en b zullen trachten te bepalen. 
Daartoe geeft het produkt van (1) en (5): 
(* + *)* — (y-f-*) 1 =b P 
of w\jl *v = yz is : 

#" — y % — i' + p' = ty (6) 

Verder geeft hel vierkant van (1): 
s J + y i + »* + ** + 2sy + 2**-h 2sü -}- 2y* + 2yv + 2*v = ffl 
en dus in verband met (2) en (4): 

2*y + 2x% + 2yv+2%t=zp % — f — 4a. ... (7) 
Evenzoo geeft het vierkant van (5) : 
M % + y% + #+ v *— 2xy— 2*s + 2st>+2y« — 2y«— 2«» = 6* 
en derhalve ook: 

2*y -f- 2s« H- 2yr + 2«* = q -h 4a - b*. 
Door gelijkstelling met (7) volgt hieruit: 
p'-j- 4a = g H- 4a — A* 
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of *"— 6a — 2q— p* (8) 

üit (4) volgl echler x*v* — y % z l = a* en deze verge- 
lijking en (6) zijn ten opzichte van (2) en (3), wal (4) eu 
(5) zijd met betrekking tot (1) en (2), zoodat wij ook moeten 
hebben: 

*V— 8a*=2r — 9 > (Q) 

Door nu (8) met p l te vermenigvuldigen en haar alsdan 
met (9) te verminderen, vinden wy : 

o' — *p* - t(,i + 2p *q - p* -2r) 
of na or' 



* = *[V ± v*H* + j 1 )» - 4r]. . . . (10) 
Door substitutie in (8) volgt hieruit : 

b=±is l £q — p* 4-8a= enz (11) 

Verder volgt uit (1) en (5): 

P + A P—b 

* + * = £_. eny + s=C_, 

daar nu jpj =r yc = a is, zyn dus de waarden van * en v de 
wortels der vergelijking: 

das J} s= i[p + * ± Ki»+ *)* - 16«] 

en de waarden van y en « die der vergelijking: 

derhalve : J j = i[p — & ± */(/> — 6) a — 16a]. 

Substituéeren wij nu de gegeven waarden voor /», q en r, 
dan vinden wy uit (10): 

a = «3042 ± i/2(2UGö)«--Gö5508] = «3042 ± 2802] , 
dus <s=l46l en a = 60, 

daar de eerste waarde lot onbestaanbare vormen voerl , nemen 
we allden a = 60. Deze geeft: 

* = ± |/(1090 — 1621 4- 480) = ± 7, 
voor A = + 7 vinden wij verder : 

J J = «46 ± K46» - 960)] = 20 of = 3 
* J} = *[32±K32 , -9eO)] = 10of =6, 
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b = — 7 geeft voor s en f de waarden, die wij hier voor 
y en s vonden, en omgekeerd. De eenige evenredigheid, die 
(met at hare verschillende rangschikkingen der termen) aan 
de opgave voldoet, is dus: 

3 : 6 = 10 : 20. 
LUX. V o o ft 8 T b l. (*) 
Door J. Vbbsujijs. 
Betvijs de formule 

f*~^ dtp ==-^T i »«*™» A == |/(1 _ ** Sm* 0) 

Opgelost door J. Vbbsluus, D. B. Wisselikk, H.C. Pabamu, 
A. Bbntbem 6i. en H. Japiesb. 

Oplossing dor i. Verslvi». 

Wy hebbeo 



dtp. 



pi-Q-VS** _p 1 



/*! 



1—A»Ami'0 ja 



ft'|/(l — *****$) 
Deelt men teller en noemer der laatste breuk door 
1/(1 — k* Sin 1 0) en past men vervolgens de aangegeven 
verkorte schrijfwazen toe , dan heeft men : 

f* JOL- f 9 *& — F ^- E _ F^E 

Aanm. Wanneer men de (wee leden der gevonden vergelijking 
aftrekt van de overeenkomstige leden der identieke vergelijking 
f$dQ_k*P 

vindt men: 



(*) Dit voorstel en de twee volgende sijn zonder bewijs opgegeven 
doer Sohlökilcb, BUiptUeke Integrale*^ bl* 295. 



Digitized by VjOOQ LC 



U2 WISKUNSTIGE 

P + -P*** « = **-*=* of 

o A o AA* *» 

o A k* ' 

eene formule , door Scblömilch ook Ier aangehaalde plaats 
gegeven. 

LXX. Voorstel. 
Door J. Verslüus. 

**, * /ormute /* gy*=*^*r*. 

waarin & en E dezelfde beteekenis hebben als in N°. 69. 

Opgelost rf«or J. Verslüus, A. Bentuem Gz., M.C. Paiuira, 
D. B. Wisse lwk en H. Japikse. 

Oplossing van J. Verslüus. 

Door differentiatie , vindt men: 

o • ^ i^ ** &** ö ,^ 
A A tg 0- = A 5ec* #.<ƒ$ </0 

— A»»$ 4- • — d$ dQ 

JW> \—k*+k*Co8 % <>> _ A , k*Sin % , 

• A * A * 

= UE-i ty*0.e/$H — -d(p -d<p. 

De twee laatste differentialen vallen weg tegen elkaar, en 
door integratie "van het eerste en het laatste lid der voor- 
gaande vergelijking vindt men: 

&tg<p = E + (l — k*)t/ — — , waaruit volgt : 

o A 



o 

LXXI. Voorstel. 
lh*>r J. Verslüus. 



/$ 1 1 / i 

o * 






waarin & en E dezelfde beteekenis hebben als in N°. 69. 
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Opgelost door J. Verslüijs, D. B. Wisselink, M.C. Param* 
en A. Bentbem Gz. 

Oplossing van J. Verslüijs. 
Door differentiatie vindt men: 
J k*Sin0Cos0 — k*Sin*0d0 k*Cos*0d0 

" -JTi no- 9jk^ = TT* toe»- 9^ "+ 



14 1— AVi»^) l/( 1 — k*Sin*0) ^ y(l-k*Sin*<p) 
k A Sin* Cos* d0 
+ 1/(1 ^Tk* Mn* <pf 
Voor den eersten term in het tweede lid dezer vergelijking 
kan men schrijven: 

\—k*Sin*0 JJK d$ 



1/(1— k* Sin*0)^ i/(l — k*Sin*<p) 

A d0 * . 

* l/(\—k* Sin*Q) 

Voor den tweeden term van dat lid kan men schryven: 

k* Cos*0d0 k* Sin* $ Cos* ö 

X/{\— k*Sin*0)* "F(l— k* Sin*0)> *' 

Telt men den derden term van hetzelfde lid op bij de twee 

voorgaande vormen , dan vindt men : 

, k*Sin0Cos0 ^ d(p k*Cos*0 d0 



K(l— k*Sin*d>) " Y i/fl-i^tfn^) |/(l— Jb 1 *»^)» 
Voor den tweeden term van het tweede lid dezer vergelij- 
king kan men in de plaats stellen 

d0 k* Sin*0d0 

V\ - k* Sin* Q* + i/(l— k* Sin*0)*' 
De voorgaande vergelijking wordt daardoor: 

k*Sin<pCos<p _ A , A , d$ 

V/(\ - k* Sin* 0)~ 9 ( \'{\—k* Sin*<p)*' 

Door integratie tusschen en wordt deze vergelijking: 
k*SinQCos® _ g /^dfl 

l>(l- k*Sin*0)~ U V A*' 

/*<ty I / k*Sin0Cos0\ 
ï=rrr*{ E a — > 

LXXH. Voorstel. 

Uoor R. R. Lit. 

Co/*<M (Sec*0 — 2) 
Wen MOfff /o tnlegrercn ^— ^^^ 

's 
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Opgelost door R. R. Lit, A. Be.nthem Gz. , H. Japikse, 
M. G. Paraiiu en D. B. Wisselinr. 

Oplossing van R. R. Lit. 

Stelleu we in den opgegeven vorm cot % ê = s — en 

10 ° T tang* Q 

sec 1 Q = tefij 1 $4-1, dan gaat ze over in : 

d{tatig* Q — 1) 

tang t H>(tang h q>^ 3/<Mi£ 2 <J>-4-3) # 

Stellen we nu fan^ 1 $ = x-f 1, en noemen we de integraal 

y, dan is ^ = __ ï 

/• ds 1 1+f J „ *i/3 „ 
dus y= ƒ z=z -Log ! B. ts VC* 

of na substitutie: 

1 _ tang 1 1 n fans* $—1 

V = -Log — J Z?.fan* — =_L %/§ . 

* 3 fi/VangiQ-Zlang+Q + 'ó) |/3 °(3— fcmg 1 ^) 

LXXI1I. Voorstel. 

J>oor A. Beisthem Gz. 

Iemands inkomen bestaat voor een deel uil een tractement 

van P gulden jaarlijks en voor de rest uil den interest dp°/o 

van een kapitaal groot K gulden, bij hetwelk hij elk jaar het 

bespaarde voegt; zijne uitgaaf bedraagt ieder jaar Q gulden 

/{/-hl \de 

minder dan het f - j gedeelte van zijn inkomen. Als nu 

ondersteld wordt dat p kleiner is dan \Q0q en het oorspron- 
kelijke kapitaal K in n jaren verdubbeld is , vrnogt men eene 
eenvoudige betrekking mhschen de gegeven getalwaarden op te 
sporen. Tot toepassing bepale m*n de waarde van n, die over» 
eenkomt met P = 1600. K = 2975, Q = 500, p = 4 en q =5. 

Opgelost door A. Benthem Gz., M. G. Paraira, P. C. F. 
FaowEin en D. B. Wisselink. 

Oplossing van A. Benthem Gz. 

Laat het oorspronkelijke kapitaal K bij het begin van zeker 
jaar lot A gulden zijn aangegroeid , dan zal zijn inkomen 

dit jaar P+Z± t 

of als w« rffi = r stellen: 
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P + rA 
gulden bedragen. Volgens de opgave zal hij dèt jaar het 
/q -+• Kdt 
( — — '] gedeelte van dit inkomen min Q gulden uilgeven, 

en dus aan het einde van dèt jaar Q gulden min (- J e van 
dit inkomen bij het verkregen kapitaal kunnen voegen, dat is: 

Q gulden (1) 

Zal nu dit kapitaal A geene verandering ondergaan, dan 
moet £±l£_n 

v ~ q ~ 
en *"■ ^_ yQ--P ... (2) 

z\jn. Stellen wij deze bijzondere waarde van A door N voor, 
dan kan men gemakkelijk aantoonen, dal wat de waarde van 
het oorspronkelijke kapitaal K ook zij , zijne vermeerderde 
waarde steeds tol N zal naderen , wanneer aan de gestelde 
voorwaarde r<q wordl voldaan. 

Zg daartoe vooreerst het kapitaal bij het begin van zeker 
jaar kleiner dan N en wel gelyk aan N — F } dan wordt het 
d&t jaar volgens (1) vermeerderd met 

Q _P±r(N-V) 

* q ' 

of wanneer wij hierin de waarde van N uit (2)substitueeren, 
met fqQ — p i 

dat is met - V gulden (3) 

Het kapitaal wordt dus grooler en wijl r < q , kunnen wy 
besluiten, dat hel tot N zal naderen, maar nimmer gelyk aan 

N zal kunnen worden , daar er elk jaar slechts het (?) * 

gedeelte bijkomt van hetgeen er aan ontbreekt. Hel ontbrekende 

op het einde van eenig jaar zal dus steeds het (^— *\ ge* 

9*" 
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dselte bedragen van het ontbrekende bij hel begin van dat 

jaar («) 

Zy vervolgens bij hel begin van zeker jaar bet kapitaal 
grooler dan N, bij voorbeeld N+ V gulden, dan wordt er vol- 
gens (I) dat jaar P+r(N + f) 

_ 

of na herleiding _r_ y 

9 

f 

bijgevoegd, dat is er wordt -V gulden afgenomen; het kapi- 
taal wordt dus kleiner en in verband met het straks gezegde 
kunnen wij besluiten, dal hel onophoudelijk lol N nadert, 
zonder ooit gelijk aan N te worden. 

Zal nü het kapitaal K kunnen verdubbeld worden, dan moet 
het kleiner zijn dan £/V, dus ook kleiner dan JV; boven- 
staande conclusie (*) is derhalve hier van toepassing: noemen 
wy dus het verschil van N en K , V s dan is dit verschil aan 

q — r 

het einde van het eerste jaar - F % aan het einde van het 

9 

tweede jaar f- J F 9 enz, en in 't algemeen aan het einde 

van het nde jaar f- J V. Alsdan is echter het kapitaal 

verdubbeld en dus het verschil F — Kof wat hetzelfde is 
N — IK geworden* Wij hebben dus : 

of (2^1) (»-K)z=N-2K, 

dat is, na substitutie der waarde van N en r: 

/10Qg -p \n , 9 Q- P K\_ qQ-P * 

V 100? J\ p \OOj~ p 50' ' w 

zijnde de gevraagde belrekking. 
Zal aan deze in den eigenlijken zin kunnen voldaan wor- 

öQ— P K , . . • 

den, dan moet > r^, helgeen ook uit de voorwaarde 

p oO 

K < *# volgt. 
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Substitueert men nu in de gevonden betrekking (4) de ge- 
geven getalwaarden, dan verkrijgt men na eene lichte her- 

leiding: (0,992)" = ^ 

log 662-- log 181 717930 OA . . , 

of n = -2— — ^* — = 20 jaren , 7 maanden 

log 0,992 34883 

nagenoeg. 

Aanmerking. Was lOOq = p , dan zou liet kapitaal aan 
het einde van het eerste jaar reeds N gulden worden en 
alsdan standvastig blijven. 

Voor 100o<p is -V > V, zoodat alsdan de waarde van 

het kapitaal om het andere jaar grooler en kleiner dan N zou 
zijn. Is hierby 200g<p, dan nadert het meer en meer tot 
JV- } voor 200g > p zal het er zich meer en meer van verwijderen 
en voor 200^ =p zal het om het andere jaar K en 2N — K 
gulden bedragen. 

/lOOg-pV 

\ 1009 y- 

en dus het vraagstuk onmogelijk, tenzij p<0 zij. 

Is daarentegen — < -_ <-. dan wordt (-jggp-J 

negatief en dus hel vraagstuk onbestaanbaar. 
Oplossing van M. C. Paraip.a. 
Onderstelt men dat het inkomen in eenig jaar / gulden 

bedraagt, dan wordt in dat jaar 7—7? t-Q=.Q 

bespaard, waardoor het inkomen voor het volgend jaar wordt 

(of stellende 1 ~- = a, zoodat a volgens de onderstelling 

eene breuk is en positief) = al -1- 9*3(1 — a). 
Nu bedraagt het inkomen 

r> P K 

in het eerste jaar ^ + f/r . 



Is wel I00g> p, maar — < — -, dan wordt ( '- ~r r J > ! 

p 100 '™ u 



dus in het tweede jaar { p ^TQ ) a +90(1 — a). 
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in het derde jaar (p + jLA.» + 9 fl 1 — «) [ a + 1 } , 

in het vierde . [p ^-J^)« , H- ?fll - a) {«» + « + 1 } , 

in hel (» + 1)« » (p+ J—ja'+qft i_«){a— i +a — »....+ 1 }. 

Nu is echter na n jaren het kapitaal verdubbeld en dus 
kan het inkomen in het (n -+- iy jaar ook voorgesteld worden 



door J?+ ■— , zoodat 



+ 10C 



' + *&-•« 

Brengende hierin de waarden ter toepassing opgegeven, dan 
verkrygt men: 

/496\»_/£24y_6e2 
V500/ — V.125/ - 78Ï' 
log. 78 1-/00.602 
" = foy.l25-/oy. 124 = 20 jaren ' 7 maanden nagenoeg. 
LXX1V. Voorstel. 
Door W. VAN Haarst. 
De punten, waarin de verlengde tijden eens ingeschreven 
driehoeke de raaklijnen van den cirkel aan de overstaande 
hoekpunten snijden, liggen in ééne rechte lijn. Vrage een 
analytisch bewijs. 

Opgelost door W. van Haarst, P. C. P. Frowbin, A. Psicha, 
D. B. Wisselink, M. C. Paraira en A. Bentheh Gz. 
Oplossing van P. C. F. Frowbin. 
Be raaklijn aan het hoekpunt A en de verlengde zyde 
BC snijden zich in het punt £ (zie fig. 25) , de raaklijn aan 
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G en de verlengde zijde AB in het punt F, de raaklijn aan 
B en de verlengde zijde AC in hel punt G. Men stelle nu dal 
in het middelpunt van den omschreven cirkel de oorsprong 
en eene lijn, evenwijdig aan eene der zijden van den driehoek 
b. v. BC, de as der abscissen van een rechthoekig coördinaten- 
stelsel zij en voor de coördinaten van A, x v y lt voor die 
van B, — s%,y%> voor die van C s s ,y a , dan is 
de vergelijking van BC y = y t , 

x t -h*, 

. KCy- yi = yt ~~ y% (s-s t ) t 
*i — ** 

» » AE xx x -t-yy, = r 1 , 

» » BG — xx % 4- yy t = r* , 

» » » CF xx t -hyyi =r f , 

zijnde r de straal van den cirkel. 

Noeme men nu de coördinaten van E x',y', die van F 

x',y% die van G *''', y'", dan is, daar E op de lijnen BC en 

AE ligt: x t x l +y l y l —r\ y' = , ff 

derhalve ; , _ r» —y t y % 

x • - • 

Daar F op de lijnen AB en CF ligt:' 

*'*, +.y'y,=r», »'_,, -J«-=^ (•-,,), 

#i + *i 

waaruit volgt: 

*«* — v** ■+■ *i*« -t- y^* ' * 2 2 — y** + *i** + y <y* # 

Eindelijk , daar G ligt op BG en AC ; 

s'"x l +y'"y t =r\ y'" — fi = Vl — y *(*'"- x t ). 

x x — * s 

Opdat nu E, F, G in ééne rechte lijn liggen, moet 

en dit bevindt men werkelijk zoo, wanneer men in deze ver- 
gelyking de waarden van *',y', x', y\ x"',y m substitueert. 
De punten E, F, G liggen derhalve in ééne rechte lijn. 
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Oplossing van I). B. Wissels k. 
Zij ABC de bedoelde driehoek in cirkel OA en laten de 
verlengde zijden des driehoeks de bedoelde raaklijnen in G, 
E en F snijden. 
Nemen we in 't Cartesiaansche ordinalenstelsel 
verg. BC . . . & = , 
verg. AC ... (3 = 0, 
verg. AB • .' . 7 = 0. 
De verg. van den omschreven cirkel is, wanneer a, b, c 
de zijden van den driehoek voorstellen : 

a{ty + bay+c*p=:Q (1) 

Zy raaklijn BG ^+^ = 0, v .... (2) 

want het is eene rechte door 't snijpunt van * = en 7 = 0. 
Om p te bepalen elimineeren we * tusscheu (1) en (2) en 
vinden dan : 

y y* y 

afiy — bpy % — cpfiy = of o- — bp—~ — en - = 0. 

P PP 

Zal BG eene raaklijn zijn aan (1), dan moet de laatste verg. 

7 

ten opzichte van - gelijke wortels hebben, derhalve a— op=0, 
P 

a a 

dus p = - zijn, derhalve is de verg. der raaklijn BG,*+- 7= 

c c 

et y 3 7 

of -H — = 0. Evenzoo is nu raak!. AE, T H— - = en raakl. 
a c o c 

Het punt E wordt nu bepaald uil: 
«=0 en T-f--=°. G uit (3=0 en -+- =0 en F ui 1 7=0 en -+7=0 

en onmiddellijk zien we in, dat deze punten gelegen zijn op 

cc 8 y 
de rechte -- 1-7+- = 0. 
abc 

Oplossing van A. Bentbem Gz. 

Wordt de ingeschreven driehoek tot assendriehoek aange- 
nomen , dan heelt men voor de raaklijnen in de hoekpunten 
de vergelijkingen (Ferrebs, N. M., bl. 30): 

£+- = 0, i + -=0 en ~i-£=0. 
bc ca a b 
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Voor de bedoelde snijpunten verkrijgt men dus: 

* = 0, ?+- = 0, 
o e 

(5=0, ?+-=0 
c a 

en y = 0, -+^ = 0. 
a o 

Hierdoor wordt klaarblijkelijk voldaan aan: 

abc 
zynde de vergelijking eener rechte lijn. 

LXXV. Voorstel. 
Z)oor W. van Haabst. 

Hetzelfde als in K°. 74 meetkundig te bewijzen , en foweft- 
duro de verlengden der zijden , benevens de afstanden van de 
snijpunten onderling, zoowel als die welke zij van het middel- 
punt des cirkels hebben en de lengte der raaklijnen in de 
waarden der zijden des ingeschreven driehoeks uit te drukken,, 

Opgelost door W. van Haarst, P. C. F. Frowein en D. B. 
Wis&elink. 

Oplossing van P. C. F. Frowbin en D. B. Wisselink. 

Zij (zie fig. 26) M bet middelpunt van den cirkel om den 
driehoek ABC omschreven: verleng de zijde BC enderaaklijn 
aan A totdat zij elkander snijden in D, de zijde AB en de 
raak lijn aan C totdat zij elkander snijden in E, en de zijde 
AC en de raaklijn aan B totdat zij elkander snijden in F. 
Nu moet bewezen worden , dat de punlen 1), £ en F op ééne 
rechte lijn liggen. 

Verleng de getrokken raaklijnen totdat zij elkander snijden ; 
dan ontslaat een driehoek GHK , in welken CG = AG, 
CK — BR en BH = AH. Derhalve: 

AG x CK x BH = CG x BK X AH. 

Trekken wij nu de lijnen AR, BG, CH , dan snijden deze 
zich in één punt O binnen den driehoek GHK gelegen. Door 
deze snijding ontslaan drie volkomen vierhoeken: KCGOHB, 
GAHOKC, BBKOGA, welke respectivelyk tot derde diagonalen 
hebben de zijden HG, HK en GK van den driehoek HGK, 
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Nu wordt de diagonaal GH door de lijn KO in A , KI) 
door de lyn GO in B, GK door de lijn HO in C gedeeld en 
daar het punt A op de lijn Hl), het punt B op de lijn 
KF, het punt C op de lyn KE ligt, zoo wordt GH in A en 
D, HK in B en F, HG in G en E harmonisch gedeeld , en 
men heeft de evenredigheden: 

HD:GD = AH:AG, 

GE:KE = GC:CK, 

FK : FH = BK : BIJ , 
derhalve : 

HDxf,ExFK:Gr>xKExFII = AHxCGxBK:AG x f,KxBH 
of daar AH x CG x BK = AG * CK X BH 

HD X GE x FK = GD x KE xFH 
en liggen dus D , E en F op eene rechte lijn DEF, welke 
als eene transversaal van den driehoek GHK kan beschouwd 
worden. 



Nu is (zie de figuur) L DAC = L B, & DAC co A DAB , 
CD:AD = AC:AB, ook CD : AD = AD :BD , 
CD:AD= b:c = AD:CU + «, 

waaruit volgt: 

fl ^ c ** <*&* •** ao* 

Op gelijke wyze vindt men: 

CE = -^, BE=-^, AE: b%C 



'a*-b*' — a x — b*' — a * — b* $ 

*,« «fo ™ a% b .« kt* 

FB= j, CF=- ;, AF = - -. 

Nu zijn AD, CE en FB de raakl'ynen, CD, AF en AE de 
verlengden der zijden o, b, o van den ingeschreven driehoek, 
aldus in de waarden der zijden van dien driehoek uitgedrukt. 
Wij hebben volgens de opgave hetzelfde nog te doen voor 
de afstanden der snijpunten onderling en voor de afstanden der 
punten D, E en F lot het middelpunt des omschreven cirkels. 

Men heeft 

O EF = D AF + D AE — 2 rechlh. (AF, AE) X Cos L FAE 
= D AF -h G AE— 2AF x AE x Cos A f 



Digitized by VjOOQ IC 



O P 6 A Y È S. N°. 75 en 78. 124 

ea na substitutie en herleiding : 

EF== ( B «.^l»- C «) ^ + t4 + <!4 - aV - aafc, -' tV) ' 
en evenzoo vinden wij : 

waaruit: 

Vereenig nu het middelpunt van den omschreven cirkel 
met de punten D , E en F; en noemende R den straal des 
cirkels, heeft men volgens eene bekende stelling : 

D FB = (FM + *)(FM - *)** { £"*p 

waaruit volgt : D FM =r D R + tï ir,. 

(a* — c')* 

Noemende I den inhoud des driehoeks ABC, heeft men: 

„„ «Wc» a»**c» 
DFM=— — + 



161» "*(•» — «»)»• 

fm = ^.!^!^!=^1). 

41(4* — c 1 ) 

Kaar: 161* = 2m*b* + 2a l c« -f- 2»V — a* — M — e 4 , 

i/(2a f -4-2c* — £*) 
derhalve: FM = ab*c. v {é * u \ *\ 

4I(a f — e % ) 

Op gelijke wijze vindt men : 

en DM = a*bc — -r — — . 

4l(c 1 — A 1 ) 

LX XVI. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Prage naar de triüneaire coördinaten van het zwaartepunt 
1 des driehoeks, wiens hoekpunten sijn de middelpunten O,, 
O*, O, der eenen driehoek aangeschreven cirkels. 
Opgelost door C. J. Matthes en H. G. Paraira. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Laat L, M, N achtervolgen» het midden van 0*0,, 
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e 0a, O fl 3 zijn, welke punten respectivelijk mei O,, O*, 
O c moeten vereenigd worden , als wanneer ht»t gemeenschap- 
pelijk snijdingspunt dier lijoen het bewuste zwaartepunt zijn 
zal. 
Nu weten wij dat de den assendriehoek ABC omgeschreven 

• i i a b c 
cirkel --|--4.^. = o (1) 

« y 

door de punten L, M, N heengaat. Combineeren wij dus de 
vergelijkingen -+- y = 0, y -h * = 0. «-f-|3 = van è o 
O c O At 0«Oj met die vergelijking, zoo vinden wij voor de 
coördinaten van L : a , — (£ — c), (6 — c); 

van M: (c — a), b, — (c — a); 

van N: — (a — -6), (a — 5), c. 

Die van 0«, O*, Oc zijn (—1, 1,1); (1.-1,1); 
(l, 1, — 1); waaruil volgt voor de lijnen 

LO« : *(b — c) + 0(j — c) — y(* — &) = J 
MO*: *(j — c) — |3(c — a)— y(* — o) = . . . (2) 
NOc : «(* — £) — (3(* — a) + y(a — b) = 0] 
en voor het doorsnijdingspuni Z: 

* _ g 

(• — *) (c — a) + (• - «)• (a - *)(* _ c) +(, — a) (« — ft) 

y 

(, _c) (* — «) — (<; — a)(* — A) ' 
of na eene lichte herleiding : 

m '9 



a(8 — a) — (* — ft)(* — <;) ft(* — ft) — (j — c)(* — a) 

=4,0 



c(j_c)— (« — a)(*— ft) 6(« — fl) (s — ft)(* — c) 3r 
LXXVII. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
De vergelijking eener parabel zij y* + p*=.0 en die eens 
cirkels y* + (x —b) l =r t . Men begeert de coördinaten te be- 
palen van een punt in den omtrek van dien cirkel, zoogesteld t 
dat de hoek, dien de beide raaklijnen y uit dat punt aan de 
parabel getrokken , met elkander maken, een maximum of een 
minimum zij, en wel uitsluitend door de gewone toepassing 
der differentiaal-quotiënten. 
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Opgelost door W. tan Haarst, H. C. Paraira en D. B. 
Wisselde. 

Oplossing van W. van Haabst. 

Laai de vergelijking der parabel y* = — ps zyn, dan is 
die van hare raaklyn in hel punt (m, w),ity = — |/*(jr -j-iw) (a) 
Laten wij deze nu door eenig punt (a, «4) buiten de parabel 
gaan , dan moet a t n = — \p (« + m) wezen en , daar het 
punt (f, «) op de parabel ligt , is n* = — mp. Lost men m 
en tt uit deze beide vergelijkingen op, dan vindt men ge- 
makkelijk 

_ — (2a f + op) ± 2<i,i/'(V ± *P) 

iw — . — — — — — — — — — —————— — — 

P 
en fi = " v 2a — - = «, T kt«i* -t- «/>)• 

De vergelijking van de beide raaklijnen, die door het punt 
(a, a,) gaan , is dus door (a) 

Die van de eene is alzoo 



en die van de andere 



P. 



Noemen wij den hoek dezer raaklijnen <p, dan is, zooals 
bekend , 8 , tg<p = - 4 *"'' + <y) 

en dus 

CoêQ= — r 



waarby alleen het positieve teeken voor de wortelgroolheid 
geldt, daar het negatieve voor Co8 % \0 gebruikt zou moeten 
worden. Daar nu de gegeven cirkel met zijn middelpunt in 
de as der x moet liggen, kunnen wy voor zyne vergelijking 
nemen y l •+■ (* — b) % = #•*, en dan is , daar (a, «,) op zijn 
omtrek liggen moet, a t % = r* — (a — b)*. Subslilueeren wij 
deze waarde in Si* % i4>, dan wordt 



Digitized by VjOOQ IC 



120 WISKUNSTIGE 

4a — p 



= i 



2y f l6r» — \6{a — b? + (4a + pf) 
4« — p 



en nu zal blykbaar Sin* \Q een maximum of minimum 
worden , zoodra dit het geval is met 

p — 4a 

* ""V{8(4A+p)a+/>* - 16(A* — r»)} 
en bet is gemakkelijk in te zien , dat dit zal plaats hebben , 
als a zoo klein mogelijk of' zoo groot mogelijk genomen wordt. 
Nu is de grootste waarde voor a natuurlijk a = b + r en de 
kleinste a = b — r. Derhalve is voor de eerste waarde y en 
dus ook Sin l \<p f alsmede een minimum en voor de tweede 
een maximum. — Maar dewyl a slechts tusschen die grenzen 
genomen kan worden, zouden wy op de gewone wyze door 
middel van de different iaalquoliénlen geheel verkeerde waarden 
verkregen hebben. Wil men deze wijze volgen, dan is men 
genoodzaakt voor a eene variabele grootheid in te voeren , 
welke aan die grenzen niet is gebonden. Daartoe kan onder 
anderen de hoek dienen , dien de straal des cirkels met de 
as der abscissen maakt. Noemeq wij hem it, dan is 
a = b + rCos$, en door deze waarde te subslitueeren, wordt 
kb — p + 4rCost> 
y \/ j lör 1 + <M +P) f + 8r(4ó + p) CoTïY' 

Nu vinden wy , de grootheid in den noemer kortheidshalve 
j/A stellende, 

o** \\/L k]/k I 

fi ^&n + {8r« + (4A+rt(p4-2rCM*)) 

=8r * aPa 

d*y Cw + (8r t -+-(46H-p)(p-f-2rC r o#*)} 
en -nr — 8'*x ' r~n 

\6(kb+pyS in*ï &n» [Sr*+(kb+p)(p+2rCot ï)} dk 

aPa ! * x ava -*& 

Door Afef sO en door Q»»— - 8f '* P { * b + p) 
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wordt het eerste quotiënt nul. Voor de eerste waarde hebben 
wij slechts den toestand van den eersten, voor de tweede dien 
van den tweeden term van hel tweede quotiënt te onderzoeken, 
naardien de overige termen nul worden. Ru wordt voor 
Sin 4> — 0,Cqs$=. I en Cos $ = — I . Voor de eerste waarde is 
d*y 8r»-4-( P 4-2f)(4&+p) 

voor de tweede is 

£y _ _ 8rv 8r»+(p-2r)(46+p) 
W ~ (4*+ p — 4r)» * 

In hel eerste geval wysl de positieve waarde van het quotiënt 
een minimum voor <P aan ; hetwelk derhalve plaats heeft als 
«|> = 0° is. In het tweede geval wordt voor p > 2r en b > r 
het quoliënt negatief en voor p<r en £ + i/»)2r positief, 
en duidt alzoo naar die waarden voor 9 een maximum of 
een minimum aan. 

Voor de tweede waarde, welke het eerste quotiënt nul maakt, 
wordt i/k = i/{(U — p) % ~ 4p» — 16r a ). Zoowel Gew + 
en j/A zijn bestaanbaar, als p < r en 46 -r p >8r of 64-^p>2r 
genomen wordt, en dan is 

d*y _ 2b -p 

<f** — Kfl66» - 8Ap— 3p* — I6r*}» # 
Bij bovengenoemde bestaanbaarheid zal dus, daar alsdan 26 >p 
is, er nog een maximum bestaan. 

Oplossing van M. C. Param*. 
Stelt men voor de coördinaten van een punt in het vlak 
van de parabel y , -t-p«==0, *, en y l9 zoo moeten de 
richtingsconstanten a 4 en cr 2 van de raaklijnen, uit dit punt 
aan de parabel gelrokken, voldoen aan de voorwaarden 

a i + *«=--> a i a t— — TT* 
Nu is de tangens van den hoek <p der raaklynen, tg<p = — =^ 

dU8 < ,^!^L^L±±il±gi ) 

_p 4»,— 1> 
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en dus, daar het punt op den cirkel y 1 -t-(* — t)* = r* 
moet liggen, zoodat y, 1 = r* — (* t — - £)» moet zijn , 

5 4*. _p 

van welke functie bet maximum of minimum moet gezocht 

du 

worden. Men heeft ~- 

ds K 

{is i -p)d^{t»-b*+(2b+p)T 1 -**)~iy{^-b*+(2b+p)x i --s i *}d(ix t ~p) 

" (4,,-p)' 

(4*,-p)* 

2(4#,-p) V {r»~ A» +(2*+?)*,— V} 

_ (g* ± 2 PVt — ( 8 ** — 8r» — 26» — p») 

2r4#,-p)V{r»-A»+(2* + p> 1 — ,,»} * 

., 84»— 8r» — 2Ap — p* 
ss wordt voor *, = — J- — £— , 

8b + 2p ' 

waarmede overeenkomt: 

y (r »(2p ■+• 86)» — (8>-« + 4&p + p »)» } 
y ' 84 + 2p " 

Verder is nu 
d*y 84 + 2p 



ds t * ~ 2(4*i — p)V('* - 6' + (2bTp~)x t - *,») 
{(8b+2p)* l ^Sb*-8t*-2bp-p*) i 2d[(4z i -p)Wr*-b* + (2b+p)x i -s*)-) 
4(4^— p)V~ 6'-H26H-p>i— *, *) ~ " 

hetgeen door substitutie van de bovengevonden waarde van 
* geeft: 

d^ 46 + p 

waaruit blykt dat het van de waarden van b en p afhangt, of 
rg 4> en dus $ een maximum of minimum is. — 
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LXXVIIL Voorstel. 
Door W. var Haar8T. 
De vergelijking eener parabel y % — p« = en eener rechte 
lijn y = ma? + * zvjn gegeven. Men vraagt in die lijn een 
punt te vinden, %oo gesteld t dat de hoek, dien de raaklijnen, 
uit dat punt aan de parabel getrokken , met elkander maken, 
een maximum of een minimum xy. 

Opgelost door W. tan Haarst, M. C. Paraira en D. B. 
Wisselink. 

Oplossing van W. van Haarst. 

Zij de vergelijking der parabel y':=p*, en noemen wij den 

hoek, dien de beide raaklijnen, welke uit eenig punt (a,« t ) aan 

de parabel getrokken kunnen worden , met elkander maken $, 

dan hebben wy uit de oplossing van Voorstel LXXVJI, door p in — p 

te wanderen, **** = *- %t , {ie ££jH_ p y } ' ** 

nu de vergelyking der gegevene lijn y = ms + » is, dan 
moet het punt (a,a t ) in deze lyn liggen en dus a i zzam + n 
zyn, waardoor dan 

SinH0-i 4fl + P 

m W t 2^{16(am + n)*-|-(4a— p)«) 

wordt. Blykbaar zal dan Sin\q> of <P een maximum worden, 

4a + p 

als y = . %ne ■ — x> - 77 rrr een minimum wordt 

V\ lo(om + n) 1 -f- (4a — p)* \ 

en omgekeerd. Stellen wij kortheidshalve den noemer VA t 

dan vinden wy door tweemaal te differentiëren ten opzigte van a 

dy_ f X 4m(qm + n) (4a -4- p) -j- 16a» — p« ) 

<*a~" \VA A\/A J 

a x, 2(4tim--m*p--2p)a + p» — 2m*p + 8n* 

Al/A 

2(4mn— m'p — 2p) 

A\/A 

_3 2(4m» — m»p — 2p> + p' — 2mnp + 8n» Arfl 

2* -*«|/-* X a7j # 

Door het eerste quotiënt gelijk nul te stellen, wordt 
_ p* — 2mwp -h 8»» 
# ~ 2(4m»— m'p— 2p)' 
terwijl de toestand van het tweede quotiënt afhangt van dies 

9 
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van den eersten term t naardien de tweede nul wordt. Nu 
wordt voor de gevondene waarde van a hier 

(4iH-mp)» {4p> -t-(4n-mp)>} 
— (4wn — mV- 2p)* 

d'y _ 16(4mn — m'p — 2p)» 

en dus ^ — ^ n + mp ^ ^ ^ p t + (4n — w^)*} •' 

Het blijkt derhalve, dat genoemde waarde van a een mini- 
mum voor y en alzoo een maximum voor $ daarslelt. De coördi. 

. .. ^ P 1 — 2mnp4-8fl , 

naten van het gevraagde punt znn dan ar= — j—, —. — 

ö ° r u 2(4*in — m'p — 2p 

p(4n + W p) 
en a,=. -- rf — 



2 v 4»tn — m s p—-2p) 

• ^. , • „ ^ ^"f4p*-K4n — wp)*} 

en in dit geval is Cos<p=i— ^ x r - v £i-i. 

4» 4- wip 

En dewijl Cos < 1 zijn moet , wordt tot de bestaanbaar- 
heid gevorderd , dat mn ) Jp is. Voor mn = }p wordt 

n 
Cos0 = — 1 , a = — en a fl = 2n. In dit geval is de 

gegevene lijn raaklijn aan de parabel. Immers zij de raaklijn, 
in eenig punt (j, g t ) der parabel, 9 r 1 y=i/K*+^) of y= 9 — *"*" ir - » 
dan is , als zij door de lijn y—ms + n voorgesteld wordt , 

P P9 £ P J 

f» s= i- en n = £^ ; dus 4»in = r — ? maar dewijl (g,g 4 ) een 

punt der parabel is, moet q t % = pq zijn, derhalve wordt dan 
4»tnc=p of »in = ip. Heeft dit nu plaats, dan ligt het 
gevraagde punt in het raakpunt en is dan = 180°. Voor 
mn Op wordt de gegevene lijn eene snijlijn en bestaat er 
geen maximum , evenmin als voor m of n negatief of nul. 
Voor m en * beide negatief is er weder een maximum. De 
eenige stand, dien de gegevene lijn buiten de opgenoemde nog 
hebben kan, heeft plaats, als zij evenwijdig met de as der y 
loopt en welke in de verkregene uitkomst niet begrepen is. 
In dit geval is de vergelijking der lijn * = a, waardoor der- 
halve a standvastig en slechts a { variabel is. Het is dan klaar, 
dat Sin* \0 een maximum wordt , als a t = is, want dan is 

4a + p 

Cos 9 = t -t hetwelk onbestaanbaar is, zoo niet a nega- 

4a — p ° 
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lief wordt genomen en alzoo Co*0 = — **""" is. 

p+4a 

Oplossing van M. C. Pabaira. 
Even ais in de oplossing van N°. LXXVII vinden wy, in- 
dien *j , y t de coördinaten van het punt en <P de hoek der 

raakiynen is: ig<f> = it/{y f -P*j\ 

4* 4 -hp 

Daar verder hier y f = «1*4 4- n moet zijn, geeft dit 

4 (yi- n ) ! p V« 4y 1 -4n + pm # 

m 
Hieruit volgt: 

dt _ (4y l — 4n + pm) (2roy f — p) — 8 (my,» — py 4 + pn) 
*V\ 2 (4y i — 4n H- pro) |/(wy t * — py f -f pn) 

_ (2pm*4-4p — 8mn)y i — (ipn+p'm) 
~ 2 (4y 4 — 4n + pro) j/(«y t a — py, + pnf 
hetgeen =0 wordt voor 

p'ro-^pt* 

y! — 2pro 1 H-4p — &s*n ' 
waarmede overeenkomt: 



p* — 2pron -+- 8n* 

* ! — 2pro»-Mp — 8mn 



Verder vindt men met weglating van het tweede deel, dat 
door de substitutie der waarde van y t nul wordt: 

d*t pm t + 2p — 4mn 

^i* ~ (4y 4 — 4n -h pro) */(roy , » — py t -+- pn) * 
waaruil blykt, dat het ook hier van de- waarden der constan- 
ten afhangt, of <P maximum of minimum wordt. 

LXXIX. V o o r s T e l. (*) 

Door C. J. Matthes. 

Indien ö den hoek aanduidt tusschen de asymptoten der 
kegelsnede, voorgesteld door de algemeene vergelijking van den 
tweeden graad , te bewipen : dat 

(*) Dit en het volgend voorstel zijn ontleend aan Fsieirs Kieuwen 
Meetkumde, voorbeelden 85 en 36. 

9* 
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IO $ $ink,SinB,SinC\ 
#»A,t*, w\ v' I— (u+r + w — 2u l Cosk— 2p'CcwB 
SinB,tt)\ », u' ( —2u)'CosC?.Tang % iz=:0 

Sin C, v', u', u J 

Opgelost door G. J. Matthes en M. C. Paraira. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Laat (/, m, n), (/', m', n') de vergelijkingen der asymp- 
toten zijn; als men dan door A bijv. lijnen daaraan evenwijdig 
trekt, zoo zijn derzelver vergelijkingen, zie Ferrers bl. 13, 
$ 15, (ma — lb)fi + (na — lcyy = Q t 

(m'a — l'b)& + (w'a — Vc)y = 0. 
Als men voorts £ en ¥ de hoeken noemt, welke deze res- 
peclivelijk met de halveeringslijn van hoek A maken , dan is 

T "*' - (,'—/»*) + (f—,*.) Tttng ** 

_ Sift»A((mft' — m'n)a + (nl' — n'l)b + (!>n' — Vm)c}* 

In overeenstemming nu met Ferrers, $ 82, is 
/i' _ mm' _ nn' _j(«iii l 4-m / w) _ i(»y-m # f)_i(W4-^) 
£>«— fa* />p— Rb^Dw-K^ />t# — Kbc ~Dv'~Kca~ Dw'—Kab 
zynde 2> = Va* + Vb* + fPc* + 2ff'fc> + 2r'co -f- 2^'a6 
en Jf =mwp-t-2iiVio' — uu'* — w' 1 — tcw 1 *. 
Hieruit laat zich afleiden: 

j (mn' — m'n) * _ j (mn 1 + m'n)* 
mm' nn 1 mm' nu' 

(Du' — Kbc)* _ —D(Ua+fr'b+r'c)* m 

— (Dv—Kb*)(Dw—Kc*) ~(Dv — Kb*)(Dw — Kc*) % 
derhalve: 

j ( mn ' — „,',») __ i („/' - w '/) _ 

(Oa -+- ^'* + V'c){/ - Z> ~ (F6 + 0'c + tT'a)i/— O ~ 
\(lm 4 — l'fn) _ mm' _ 

(IFc +■ F'a-j- £/'6)|/_, D — />» — JK> — eD2M 
zoodat wij voor Tang* 9, na behoorlijke substitutie, verkrijgen: 
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Tang* e = — 40.-— ^—r (t« -f v + » — 2»' Co* A — 2©' GwB — 2w f CosC)* 

(HH»- 2u / (7o#A — 2v'CosB — 2w t CosC) % " ~~» 
waaruit het gestelde volgt, wanneer men voor U, F t fP 9 U', 
P', fP 1 de bekende waarden substitueert. 

Oplossing van M. C. Paraira. 
In elke kegelsnede is, wanneer 6 den boek der asymptoten 
voorstelt en r t en r % de assen zijn, 



tg\ 9 = Ü |/ - l, dus daar fr»fl = „ 4 *'t'; i is. 
4r,«:r t » _ 



*'• = 



4-1 1 



(■♦Sr KT 

Nu is by Ferrers bl. 85 opgegeven , dat de waarden van 
— en — - de wortels zyn van de vergelijking: 
(a$Co*k \ 



— c' 



— u\ 



(csCoêC \ 
-Ti •/. 



o, 



a, 5, c, 

welke vergelijking by behoorlijke ontwikkeling de vorm : 

*£ïL-.?tl(u+9 + u>— 2u'Coêk— 2t>'ft»B- 2u>'ftwC) 



te', r, u', 5 



t>', «', «7 
a, &, e s 
aanneemt ; waaruit volgt dat 
tt, w', v', a 
w\ v $ tt', b 



= 



1 1 



*r*'r t % ~ 



»'. «\ 



o. *. 



ƒ».» = — 



O, a, 5, o 
a, u, !«>', ü' 
5, te', t?, tt' 



Pm*, 
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1 1 abc 

^ -f-~5 = fjr(u + v + w — 2u'Coak — 2v'CosB— 2w'Co$C) 

is en dus ook: 

0, a, b 9 c 
a, u, w', v' 
b 9 w\ ü, u' 



1*8* 

^a*b*e^±^rw^2u f Co8k—2v i CoêB^2w'CoêC) % t . A r 

+ ïêJi^ * 9 =° ° f 

0, a, 5, c 

16/» a, t*, «?', ©' 

a*fi»c* b, «?', v, u' 

C, V 1 , tt', W 

—(H+v + w — 2u'Cosk — 2v'CosB — 2w'Co8C)*tg*b =0. 
Daar echter 

0, Sin A, Sin B, £in C 

«SmA, «, «*', t>' 
&»*A £mB, «?\ t>, *' 



o, 


«1 


s, 


e 


fl» 


«f 


«', 


v' 


*, 


«,' 


l*f 


u' 


0# 


t>', 


< 


to 



Sin B, «?', «j 
5inC, c', «', 



en dos 

0, a, 5, c 

ie/ 8 a,u,«?'>«>' 

«Wc» 



= 4 



Sink, 
Sin B, 



16/» 



5,u?',t7,t*' — *»c»iSn*A 
c,v',u\w 
0, £mA, &n8, tfmC 
«, ie?', t>' 

te?', t?, t«' 

t>', u', w 

0, SinA, SinB, SinC 



0, Sin A, 5t» B, &n C 
ft'nA, u, u?' 
AnB, 
6tnC, 






is, vindt men tea slotte 



4 



•*', 



Sin A, t#, tr', f?' 

Sin B, «?', 1?, u' 

Sin C, v', u\ w 

— (u + v+w— 2»'GmA — 2t?'Co5B— 2tt?'Cb*C) , ^M=0. 

LXXX. Voorstel. 

Door G. J. Matthes. 

De twee punten, waarin elke cirkel de lijn op oneindigen 

afstand snijdt, kunnen voorgesteld worden door de vergelijkingen 
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Opgelost door C. J. Matthes en M. C. Paraira . 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Wij kunnen volstaan mei de coördinaten ie bepalen der 
doorsnijdingspunlen van den omschreven cirkel bij voorbeeld 
met de lijn op oneindigen afstand. Del komt er dan op aan 
"> ft 7 op te lossen uit de vergelijkingen 
aoc + bfi + cy = 
en apy -t»5y« 4-c*/3 = 0. 
De eliminatie van y geeft 

(a/3 H- 5a) (aas -f- ££) = c*«0 , 



rhalve 


a 1 




-c* 


.|+i=o. 




at 


«»+*'- 


-c» 


, 2JV-1 

X afi ' 







ab 






_,or- 


:—CoaC : 
■ï |— cr- 


ir* 
-i 

-± 


» C i/->- 1 






2 


2 




= - 


_ j- CK— 1 


of 


— — «cr-i. 


Evenzoo 




-»-*'-* 


of 


= _«*'-!; 


dus 
Bijgevolg 


* 

7~~ 


- «"'-1 Of 


- yt Br-i f 



LXXX1. VOOBSTEL. 

Door J. Acqüot. 
UU de hoekpunten van een gegeven driehoek ABC worden 
naar de overstaande onverlengde tijden lijnen AD, BE en CF 
getrokken, door wier onderlinge snijding een driehoek PQR 
ontstaat. Men vraagt de zijden en den inhoud van driehoek 
PQR te bepalen, wanneer gegeven is 

BD = la,CE=-6 en AF == -<;. 
V q r 

Opgelost door J. Acqüot en T. van Tijn. 

Oplossing van J. Acqüot. 

[Aanm. Eene figuur by de oplossingen van dit en de vol- 
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gende twee voorstellen te geven is onnoodig geacht; men 
teekene slechts, of stelle zich voor, eene figunr waarin AD door 
de lynen CF en BC respectivelijk in de punten P en Q ge- 
sneden wordt , de lynen BE en CF elkander in het punt R 
snyden.] 
Volgens de opgaaf is in de figuur 

BD=-a, CE = - b en AF=-c: dus 
P * r 

CD = ^=l|i,AE = i=i-A en BF=^-^c. 
P 9 ' 

Tot bepaling der zyden van A PQR hebben wy volgens de 
figuur: 

qr=br_bq=(||>.?|)xbe[ (I) 

enRP = CP-CR = (§-§)xCF 

Beschouwen wy nu BE als transversaal van A CAD, CF als 
transversaal van AABE en AD als transversaal van ABCF, 
dan is: 

DBxCExAQ = CBxAExDQ of -«x^XAQ==ax^4xDQ, 

ECxAFxBR=rACxBFxER of 1*xh?xBR = Ax— cxER 

q r r 

1 1 0—1 

en FAxBDxCP = BAxCDxFP of -cX-«xCP = ex - — axFP, 

r p p 

waaruit volgt: 

AQ = p (q — 1) DQ, dus ADrr AQ + DQ =(pj — p +1) DQ, 
BR = g(r — 1)ER, dusBE=BR + ER=(gr — $-H)ER 

en CP = r(p— 1)FP, dusCF = CP + FP =(rp — r + 1)FP. 

Alzoo is: 

AQ_ p fr-0 BR_ y(r-l) CP_ rfr-1) 

AD - W — p + l f BE - gr — q + l * CF ~ #p— H-P ' 
Beschouwen wij voorts CF als transversaal van AABD, 

AD als transversaal van ABCE en BE als transversaal van 

ACAF, dan is: 
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AFxBCxDP^BFxDCxAP of 

r — 1 o 1 

■eX«XDP=: ex- «XA 

r P 

BDxCAxEQ = CDxEAxBQ of 



ioX«XEQ=^ ?aX? -AxBQ 

P P 9 

en CExABxFR = AExFBxCR of 

-aXcXFR = ^-^-*X-^-cxCB, 

9 9 r ■ 

waaruit volgt: 

DP=:£=!fc!2 xA p, du s ADsDP+AP^SZ^xAP, 
P P 

EQ jgZlXgZl) x BQ f dus BE=EQ+BQ=5£=2+ , XBQ 

eo FB=fclfcl>xca, dos CPssFR+CIbs^^XCR. 

r r 

Abroo is: 

AP g BQ g . CR r 

AD — ip-r+rBË - W -p+l ^ CF — ji— g+l (III) 
Door de «aarden in (II) en (III) gevonden over te bren- 
gen in (I), verkrijgen wij voor de zyden van A PQR: 

PQ^-LZ* ^-JxpAD) 

\PS— P + l rp — r+U r I 

QR= ( *"~ l ■ ï ;) XgBE> . . (IV) 

en HP =f-£ni_ ï — ] x rCF I 

\rp — r+l qr— g-H/ j 

waarin volgens een bekende stelling (zie o. a. de Gelmb , 
Meetk., 3e druk, pag. 87): 

pk» = v{p(p—l)e*+pb* — (p — !)«*}, 
gBE = »• f q{q — 1) a * 4- qe* — fa — 1) b* } 
en rCF = |^{r(r—l)4»+fffl» — (r~l)c*j. 
Om den inhoud van A PQR te bepalen , hebben wy (den 
inhoud van driehoek ABC = I stellende) volgens de figuur: 
APQR = I — ^ABQ— ABCR — ACAP 

of, omdat A ABQ= ^ x A ABD = £§ x - 

All AD p 
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ABCR=» Xfi ,C«=?!xi 
en ACAP = gxACAF=^x 7 is, 

» i». /« AQ 1 BR 1 CP w 1\ , 
APQR:=(l_^ X --_, < --_x r -)l 

rin de wai 
brengende, wordt 

*PQR = (l *=!_ ^i_ L=l)l 

V. M— P + l J»" — ï + 1 *P — »"+l/ 

of a PQ R = ^-pg-y->p+p+g+'--2V I 

(M-P + 0(«'-f + l)(ip — r+1) 
ofAPQR = {fr-l)(f-l)(r--l)-l}' , . (V) 

Door in deze formule teller en noemer der breuk met 

a*b*e* 
t % i te vermenigvuldigen, verkrijgen wy: 

/p'— 1 9—1 . r— 1 1 1. 1 V 

A POR - * P q r f 1 r J 

JoA— - — oX-A|[Ac— bx-cïca CX-al 

V P S A 9 'A ' P / 

^ »™> (CDxAExBF — BDXCEXAF)» . __ 

dat is APQR= (a6 _ CDxCEXic _ AExAFXca _ BFxBE) I,(VI) 

door welke merkwaardige formule de inhoud van APQR in 
de segmenten der zijden van den gegeven driehoek is uitgedrukt. 
Aanmerkingen. 1. Stellen wij p = q = r> dan veranderen 
de formules (IV) voor de zijden in: 

^pT^TïXpAD, QH = p ,L7tl XpBE e " 

p — 2 
RP=— ^ «XpCF, 

waarin pAD = j/(p (p — 1)0*+ pó* — (p — 1) «'), 
pBE = */(p(p— l)a'-f-po* — (p — 1)6») 
en pCF = |/(p(p-l)ó»+pa«— (p-l)c'). 
De zijden van A PQR zyn dus bij deze onderstelling even- 
redig met de transversalen , waarvan zij deelen zijn. 
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Voor den inhoud vinden wij nu volgens (V): 

»»— 3p* 

(P»-| 
(p-2)» 



APQR= ((p r ^-;)' I=; (p > 7 3p^3p 7 2)» x 

(p 1 — P+ 1 )* (P 1 — P4-I) 1 



"p 1 — F.+ l~ P 1 — P-*-l ' 

2. Nemen wij p=g=r = 2, dan wordt, volgens de vorige 

aanmerking , PQ = QR = RP = O en A PQR = 0. De drie 

punten P, Q en R gaan dus over in een enkel punt P. Voorts 

2 
wordt volgens (U)AQ, dat is nu AP = - AD, BR, dat is nu BP 

3 

2 2 

= ^BE en CP=~CF. Wij vinden dus ook door deze oplos- 
sing de bekende waarheid bewezen , dat de lynen, die uit de 
hoekpunten eens driehoeks naar het midden der overstaande 
z\jden gelrokken worden , elkander in één punt snijden , en 
dat de afstand van dit snijpunt tot elk der hoekpunten ge- 

2 

lyk is aan - van de deellyn uit dit hoekpunt getrokken. 
o 

LXXXII. Voorstel. 

Door J. Acqüoy. 

Men vraagt hetzelfde ah in 11°. 81 , wanneer gegeven is 
hoek ABD = * , hoek BEC = en hoek CFA = y. 
Opgelost door J. Acqüoy. 

Oplossing van J. Acqüoy. 

Vooraf zullen wij de hoeken, zijden en inhoud van drie- 
hoek PQR trachten uit te drukken in de hoeken, die de 
transversalen AD, BE en CF met elk der zijden van den ge- 
geven driehoek maken, waaruit dan de beantwoording van 
dit en het volgende vraagstuk gemakkelijk zal af te leiden zijn. 

Stellen wij daartoe, zie de figuur, Z_BAD=A', /_CAD = A' f 
Z_ADB = D\ £CBE = B', Z-ABE = B', /JBEC = E', 
ZJkCF=C', Z_BCF = C' en LCFA^F', dan hebben wij 
voor de hoeken van A PQR: 

£.P = A' + C', LQ = B' + A/ en LR = C'+B # . (A) 

Voorts ,s in A ABQ: AQ^—^en BQs-— - f 
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-drie-tijden omschreven, op één cirkel-omtrek gelegen zijn. 
Vrage naar hel bewijs. 

Opgelost door H. C. Paraira. 

Oplossing van M. G. Paraira. 

Laten (zie fig. 27) 4 , 8 , O tf O i de middelpunten zijn 
der omschreven cirkels van de driezgden EFH , EGK , GFL 9 
HLK, aan wier vorming respectievelijk de lynen D, C, B, A 
geen deel hebben. 

Men denke zich het punt P als doorsnijdingspunt van twee 
der cirkels, b.v. van O i en O», en trekke de lijnen PF, 
PG, PH, PK en PL, dan isLPFE = 180° — GLP = PLK= 
PHK= 180^— EHP.en Z_PGE = 180°— FGP = 180°— FLP= 
PLH = 180° — EKP; waaruit blykt dal ook de cirkels O s en 
4 door P gaan. 

Trekt men nu de lijnen H0 4 , L0 9 en RO, t en verlengt ze 
zoo noodig tol zy de .' overstaande zijden der drie-zijde HLK 
in h, l en k ontmoeten, zoo heeft men: HA : KH = SinEKk : 
Sin KAH, kh : LK == Sin kRLiSin UK, dus HKt AL = 
KnSinWUzULSinhKL. Haar HKA is =90° — *E0 8 K = 
90° — EGK en AKL = 90° — iGO a R = 90° — GEK, dus 
HA:*L = KHCo*EGK: LKGwGEK. 

Evenzoo is LA:HLc=StnLHA:£inHAL en AK:KH= SinhUK: 
Sin KAH 9 waaruit volgt: LA: AK = HL Sin LHA : KH Sin AHK. 
Haar LHA = 180°— 4 HF = 180°^ (90°— iHO,F) = 90<>-h 
GEKen*HK = EH0 4 = 90° — iE0 4 H = 90°— EFH f dus 

LA : AK = HL Cos GEK: KH Cos EFH. 
fiindelyk is K/:LK=£i'jiKL/:£tnL/& en IR: HL = 5m/LH: 
Sin UIL, waaruit volgt: K/:/H = LK Sin KLl: UI Sin HU. Haar 
KU=OyLG.= 90°— *LO t G = 90°— EFHenJLH=O t LF=90° 
— |LO t F = 90°— EGK, dus K/:/H = LK Co* EFH: HL O» EGK. 

Derhalve is: 
HA LA K/_ KHCofEGK HLCorGKK LK Co* EFH _ 
AL * AK - /H — LK Co» GEK ' KH Co* EFH ' HL Cos EGK ' 

hetgeen bewust dat H0 4> LO a en KO, door één punt I ( gaan. 

Nu is echter LI,K = 180° — I f AL — ALI t = 180°— KAH — 
FLO t = 180°— KAH — (90°— KGE) = 180°— KAH— AKH 
= LHK , hetgeen aantoont dat I t op den cirkel O f ligt 

Trekt men eindelijk P0 4 , PO a en PO, , zoo is Z_PO t ï, = 
L PO f L = 2 L PFL = 2 L PFH = 2 Z.PEH = Z.P0 4 H = 
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^P0 4 l 1 = 2Z.PEK = Z_PO s K=LPOJ l , waaruil Mükt dat 
P, h> 0«» 3 en 4 op één cirkel liggen. Geheel op dezelfde wijze 
zal nu alles voor f 3 , I 9 en I 4 bewezen worden. Men vindt dan 
dat I 2 op den cirkel 2 , I s op 8 en I 4 op 4 ligt, alsmede 
dat P 1§ I a , 3 , 4 en lf P, I s , 4 , O t en 2 , P, F 4 , O t , 
O t en 8 op één cirkel liggen. Deze drie cirkels echter hebben 
achtereenvolgens drie punten gemeen en de eerste heeft drie 
punten gemeen met den cirkel die door P, J i9 O af 3 en O* 
gaal, zoodat hieruit volgt dat P, l it I a , I 8 , l v O v 2 , 8 en 
4 alle op denzelfden cirkel liggen. 

[Aakm. Het zal den aandachtigen lezer niet ontgaan zyn, 
dat in het oorspronkelijk voorstel van Briot et Boüqüet niet 
vermeld wordt het punt P, waarin de cirkels om de vier drie* 
zijden omschreven elkander snijden. In de oplossing wordt 
aangenomen dat twee dier cirkels door bet punt P gaan en 
aangetoond dat alsdan dit ook plaats vindt voor de twee andere 
cirkels. Zoo ontstaat hier een negenpunts-cirkeh Red.] 
LXXX?. Voorstel. 
Door A. Behtheh Gz. 

De ongelijke waarden te bepalen pan x en y, welke voldoen 
aan de vergelijkingen: 

(2« + 3)^(y*-3y — 2) — (fy + 3M*«— Sx — 2) 
= (s-.y)(3* + 2*y + 3y — 1) 

- ££+•*<•-*>]= i-±f 

zonder daarbij gebruik te maken van de oplossing van [tweede 
of] hoogere machtsvergelijkingen. 

Opgelost door A. Bentheh Gz. 

Oplossing van A. Bentbem Gz. 

Door ontwikkeling vindt men voor het tweede lid der 
eerste vergelyking: 
(*— yX3*+2jry+3y— 1)=3**+2*V— 3»*— 2*y«— s+y 

=i[(2* J 4-l)(2y-f-3)-(2y*+lX2*+3)], . . (1) 
bjjgevolg kan men voor de eerste vergelijking schryven: 
(2*+3)[2y*+l *-2r/y 4 -3y-2]-(2y + 3)[2sVl4.2^**-3«-2]=0 
derhalve ook: 
2y*+H-2|/**— 3«— 2 _ 2y»-H 4-2F/y— 3y— 2 , 

2^3 - 2^5 • • • • (2) 

10* 
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Stelt men nu 2s* -f- 1 =p + q en 2s + 3 = p — 9, dan 
vindt men /> = ** + *+ 2 en 9=*'— * — 1, alsmede 
j»9 = **— 3* — 2, zoodal het eerste lid van^(2) overgaat in: 
p + g + 2Vpg _ {Vp + vg)* = y?+ Vq 
P~q P — q Vp—Vq 

De analoge stelling 2y* 4- 1 = p t +- 9 f en 2y + 3 =r Pi — 9i 
geeft voor het tweede lid : 

vh + Vq\ . 

Wi— vq% 
zoodat de gebeele vergelijking (2) overgaat in: 

yp ± w _ y?\ ± vit . 
vv—\/q vTi—vqi 

waaruit volgt : p : 9 = Pt : 9i » 

derhalve ook : (p -f* 9) : (p — 9) = (Pi + ft) ^Pi — ft) 
of (p + 9)(Pi — ft) — (Pi + ft)Q> — 9) = 0. 

derhalve na invoeging der gestelde waarden : 

(2*» + l)(2y + 3)-(2y* + l)(2* + 3) = 0. 
Ingevolge het gevondene in (1) geeft dit na ontwikkeling: 
(# — y)(3# + 2*y«t-3y — 1)=0, 
waaraan voldaan wordt door * = y [welke waarde door de 
opgave wordt uilgesloten] en door 

3* + 2*yH-3y — 1 = 0, 

1—3* ,- x 

derhalve door: y ~3"+2* * ' 

De substitutie dezer laatste waarde in de tweede vergelijking 
van de opgave geeft : 

^ 1-3* _ £/ « 



V3 + 2* r 3 + 2*' 
3* 
waaruit volgt : * — |/8 + ^ 

Hieraan wordt voldaan door * = 0, waarmede blijkens (3) 

overeenkomt y = r en door |/3 + 2# = 3 of # = 3, waarmede 
3 

Q 

y = — - overeenstemt; beide waarden voldoen aan de opgave. 

LXXXVI. V00R8TBL. 
Door W. van Haabst. 
Van een kwadraat, wiens hoekpunten op een bol liggen, fgfi 
de prqjectiên van éine zijde benevens die win den bol %eh*n 
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gegeven. Men vraagt de beide an<lere zijden te projecteren , 
de prqjecliwlakken rechthoekig aannemende. 
Opgelost door W. van IIaarst. 

Oplossing van W. tak Haabst. 
Het is klaar , dal het er slechts op aankomt , om nog één 
hoekpunt van het vierkant te bepalen, want daar de projec- 
liën van evenwydige lijnen ook evenwydig zyn , zal men , de 
projectiên van twee zijden bekend zynde, door het trekken 
van evenwydige lijnen 9 die van de beide andere terstond vin* 
den. Na is de afstand van een der onbekende hoekpunten 
tot een der gegevene de zijde, en lot het andere de diagonaal 
van het vierkant. Zoekt men dus door middel van de beide 
projectiên de werkelyke lengte van de zyde, waardoor men 
ook gemakkelijk die van de diagonaal bepaalt, dan heeft 
men slechts om de gegevene hoekpunten als middelpunten 
bollen te beschrijven , den eenen met de lengte der zijde, den 
anderen met die der diagonaal als straal. Want het bedoelde 
punt genoemde afstanden van de gegevene hoekpunten moeiende 
hebben, zal zich alzoo op beide bollen moeten bevinden en 
daarenboven op den gegeven bol. Door derhalve de onderlinge 
doorsnede dezer drie bollen te construeren , zal men het ver- 
langde punt bekomen. Blijkbaar zyn er twee punten , welke 
aan de gestelde voorwaarde voldoen. 

Andebs. Laat men door het eene hoekpunt een vlak gaan, 
loodrecht op de gegevene zyde, dan zullen alle lynen, die 
loodrecht op het uileinde dier zyde slaan, en gevolgelijk ook 
de tweede zijde iu dit vlak liggen. Construeert men dan de 
doorsnede van dit vlak met den bol , en slaat men haar om 
den horizontalen doorgang van het vlak op het overeenkom- 
stige projectievlak neer te gelijk met het hoekpunt, dat in dit 
vlak ligt, dan behoeft men slechts uit dit punt op den omtrek 
des cirkels, welke de neergeslagen doorsnede is, de werkelijko 
lengte der zyde uit te zeilen, om daardoor de neergeslagene 
derde hoekpunten te vinden. Na het vlak in zijn* vorigen 
stand teruggebragt te hebben, verkrijgt men op de gewone 
wijze de projectiên dier punten. Deze wyze is hier gevolgd. 
Zy (zie fig. 28) M|M t hel middelpunt des bols, «AtO^ 
de gegevene zyde. Het vlak, dat loodrecht door bel hoekpunt 
*A gebragl wordt, is B t BB a . Lalen wij nu uit M en >, 
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loodlijnen op de overeenkomstige doorgangen van het vlak 
neer , dan zijn deze de projecliën van de loodlijn, die men uit 
het middelpunt des bols op het vlak kan neerlaten en welke 
alzoo door het middelpunt der doorsnede gaan moet. Het 
punt rfjdg, waar deze loodlyn door het vlak B 4 BB t gaat, is 
dus dat middelpunt. Maar nu ligt behalve dit punt d^, ook 
het punt £j6 s in dat vlak en dit laatste in den omtrek des 
cirkels; zoekt men dus slechts, waar deze beide punten bij 
het neerslaan van het vlak komen Ie vallen, hetwelk hier in 
d en b is, dan moet bd de straal des cirkels wezen en kan 
hij terstond beschreven worden. Nemen wij vervolgens b i c=a^s 9 
dan is a { c de werkelijke lengte van de zijde van het vierkant, 
en, door dus bm = bp=.a l c te nemen, zijn m en p de beide 
neergeslagen derde hoekpunten. Bij het terugbrengen van het 
vlak in zijn' vorigen stand, worden w i en p i de horizontale 
en voorts m^ en /> 3 de verticale projectiën van dal punt. 
Trekken wij eindelijk uit tn k en p i lijnen evenwijdig met a t b v 
uit 013 en p 2 met ajb %y vervolgens uit a { lijnen evenwijdig, 
eene met b { m i en eene met bj> v en dan nog uit a 2 met b^m % 
en b^ps, dan zullen de snijpunten n t n^ en q^ de vierde hoek» 
punten zijn. Alzoo is a^m^ ajb^n^n^ het eene, «i^ift 
aj&tflz het andere kwadraat. 

Aanmerking. "Waren de gegevene projectiën zoodanig, dat 
de werkelijke lengte van de zijde des kwadraats gelijk werd 
aan ry2, waarbij r de straal des bols voorstelt, dan zou er 
slechts één vierkant bestaan. 

LXXXVII. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 

Van drie punten A, B en C kent men de perspectieven op 
een vertikaal vlak, alsmede de orthographiscfie projectiën op 
het horizontale vlak dat door het oog des waarnemers gaat. 
Vrage aan te wijzen, hoe men in elk voorkomend geval door 
constructie de assen der kegelsncde kan bepalen, welke de per 
spectief voorstelt van den cirkel, die door de punten k, B en C 
is getrokken. 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Hen stelle zich voor, dat a, b> c de perspectieven en A',B', 
C' de horizontale projectiën der gegeven punten z\|n, en neme 
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venier aan, dat hel verlikale vlak hel horizontale volgens eene 
lyn XY doorsnijdt en om deze doorsnede is neergeslagen. 

Trekt men uit de punten «, b, c de lijnen aa', bh' en cc' 
loodregt op XY, en vervolgens de 1'y'nen AV, Wb\ CV, dan 
zijn deze de projectiën der lichtstralen, welke naar de punten 
A, B, C zijn gelrokken. Het doorsnydingspunt O dezer lijnen 
Is bygevolg het oogpunt van den waarnemer. 

Men trekke nu uit O door o eene lijn , welke de uit k! 
loodrecht op XY getrokken lyn in A doorsnijdt, dan is AA' de 
hoogte van het punt A boven het horizontale vlak. Op ge- 
lyke wy ze kan men de hoogten der punten B en C verkrygen. 
Als de horizontale projecliën en de hoogten der punten A, B, 
C bekend zyn , kan men gemakkelijk de punten R en S be- 
palen , waarin de lynen AG en BC het horizontale vlak door- 
snijden 9 en verder de doorsnede RS van het vlak des drie- 
hoeks ABC met het horizontale vlak , alsmede den standhoek 
van dat vlak. 

Laat nu het vlak des driehoeks ABC om de doorsnede RS 
op het horizontale vlak worden neergeslagen, en om den drie- 
hoek een cirkel beschreven worden. 

Men trekke door O evenwijdig aan XY eene lyn OO 1 , welke 
RS in eenig punt P ontmoet, en brenge door deze lijn een ver- 
tikaal vlak. De lyn PQ , volgens welke dit vlak het vlak des 
driehoeks ABC doorsnijdt , kan gemakkoly k op het neergeslagen 
vlak aangewezen worden. De perspectief van deze doorsnede PQ 
ligt op eenen oneindigen afstand en heeft bijgevolg het mid- 
delpunt m der kegelsnede tot pool. Dit middelpunt m is de 
perspectief van een punt M, dat in betrekking tot den cirkel 
de pool is van den lijn PQ. 

Men heeft nu drie gevallen te onderscheiden. 

Eerste geval. De lyn PQ ligt geheel buiten den cirkel. In 
dit geval is de perspectief des cirkels eene ellips. 

Men trekke uit P de lijnen PD en P£ v welke den cirkel 
in de punten D en E aanraken, en bepale de horizontale pro- 
jecliën en de hoogten van deze raakpunten als het vlak des 
driehoeks in den oorspronkelijken stand is gebragt, en ver- 
volgens hare perspectieven d en e. Hierdoor verkrygt men de 
punten J en der ellips, alwaar de raaklynen evenwijdig zyn 
aan XY. De lijn de is derhalve eene middellyn, en het mid- 
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den m van deze middellyn het middelpunt der ellips. Hen 
bepale nu in het vlak des driehoeks ABC het punt M, dat m 
tot perspectief heeft , en trekke de lyn PM, welke den cirkel 
snydt in de punten F en G, en construere de perspectieven 
/ en g van deze snijpunten. De Tyn fg is nu evenwydig aan 
IY, en dus ook aan de raaklijnèn in de punten d en e. Hier- 
uit volgt, dat de lynen de en fg gekoppelde middellonen van 
de ellips zyn. Twee gekoppelde middellijnen bekend zijnde, kun- 
nen de assen door eene eenvoudige constructie verkregen worden. 

Tweede geval. De lyn Ptt snijdt den cirkel in de ponten 
K en L. In dit geval is de perspectief eene hyperbel. De 
perspectief van het gedeelte des cirkels, dat voor de lijn PQ 
is gelegen, ontstaat door rechtstreeksche zichtstralen en levert 
den eersten tak der hyperbel, terwijl de tweede tak verkregen 
wordt door de zichtstralen, welke naar het andere gedeelte des 
cirkels getrokken worden» rugwaarts te verlengen. 

Men trekke in de snypunlen K en L de raaklijnèn KM en 
LM, en construere hare perspectieven. Deze zijn de asymp- 
toten der hyperbel. Toorts bepale men nog de perspectief 
van eenig ander punt des cirkels. Men heeft dan bekend de 
asymptoten en een punt der hyperbel en kan daarom de assen 
door eene eenvoudige constructie verkrygen. 

Wanneer in dit geval de lijn 00' door het middelpunt P 
des cirkels gaat en loodrecht staat op het vlak van den drie- 
hoek, terwyl verder OP gelyk is aan den straal des cirkels» 
dan wordt de perspectief eene gelykzydige hyperbel , welker 
halve as gelyk is aan de loodlyn, welke uit O op XY wordt 
getrokken. Het voetpunt dezer loodlyn is nu het middelpunt 
der hyperbel. 

Debde geval. De lyn PQ wordt door den cirkel aange- 
raakt. In dit geval is de perspectief eene parabel. 

Men trekke uit P de raaklyn PD, en bepale de perspectief 
d van het raakpunt D. Hierdoor verkrygt men een punt d der 
parabel, alwaar de raaklyn evenwijdig is aan XY, terwijl de 
middellijn evenwydig loopt aan PQ. Bepaalt men nu nog de 
perspectief van eenig punt des cirkels, dan kan men hel brand- 
punt en den top der parabel door eene eenvoudige constructie 
verkrygen. 

Vierde geval, liet vlak van den driehoek ABC is even* 
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wydig aan bet horizontale vlak. In dit byzonder geval is de 
cirkel om den driehoek ABC gelyk en evenwijdig aan den 
cirkel om den driehoek A'B'C', en bet middelpunt H' van 
den laatsten is de projectie van het middelpunt M des eersten. 

De perspectief zal na eene ellips, hyperbel of parabel zyn, 
naar dat de cirkel om den driehoek A'B'C' geheel buiten do 
lyn 00' valt, welke uit O evenwijdig aan XT is getrokken, 
of door deze lijn gesneden, of aangeraakt wordL 

Men trekke door het middelpunt W eene loodlyn op 00', 
welke den cirkel doorsnydt in de punten D' en E', de pro- 
jeclifin van twee overeenkomstige punten D en E in den cirkel 
om den driehoek ABC. De perspectieven d en e van de laat- 
ste punten zijn blykbaar punten der kegelsnede, alwaar de 
raaklynen evenwydig loopen met XT. Bygevolg is de eene 
middellyn. De verdere bewerkingen komen genoegzaam overeen 
met die der vorige gevallen. 

Wanneer in dit geval de projectie ■' van het middelpunt 
M des cirkels in het oogpunt O valt en de hoogte van het 
punt II gelyk is aan de straal , dan is de perspectief eene 
gelykzydige hyperbel , welker halve as gely k is aan de lood- 
Jijn OT, welke uit O op XY is getrokken. 

Wordt de cirkel zoodanig langs het eyenwydige vlak ver- 
plaatst, dat de projectie Ü'K' eener middellyn DE steeds langs 
de loodlyn OT valt , dan zal de perspectief een cirkel worden 
zoodra de hoek, dien de zichtlyn OD met het horizontale vlak 
maakt, gelyk is aan den boek, dien de zichtlyn OE maakt met 
den vertikaal. De hoogte van het vlak des driehoeks is alsdan 
middenevenredig tusseben OD' en OE', en de straal des cirkels 
staat tot den straal van den cirkel, die zyn perspectief voor* 
stelt, als de hoogte van bet vlak des driehoeks tot den afstand 
OT van het oogpunt O tot aan de lyn XT. 

LXXXVIII. Voorstel. 
Door W. van FIaarst. 

De middelpunt scer gelijking eener ellips is gegeven, benevens 
de vergelijking van een cirkel, die met sijn middelpunt in de 
at der x ligt. Men verlangt op den omtrek der ellips zulke 
punten te bepalen, dat als men daaruit raaUfjnen aan den eir- 
kei trekt, de hoek dier raaklijnen een maximum of minimum z»j. 

Opgelost door W. vaji Baamt en J. H. Hetbaock. 
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Oplossing van W. var IUarst. 
Dewyl bet middelpunt des cirkels in de as der abscissen 
liggen moet, kunnen wij zijne vergelijking stellen 

y 1 +(* — «•) t =r 1 . ■ 
Noemen wij dan den hoek, dien de raaklynen maken, welke 
uit eenig punt (p 9 p { ) aan den cirkel gelrokken kunnen wor- 
den Q f dan vonden wij reeds in voorstel XLIII: 

en daaruit bekomt men gemakkelijk: 



2 -V{(p-m)*+PiM' 

en het is nu klaar, dat, dewijl nooit $>180° is, $ een 

maximum of minimum zijn zal, als Sin\cp het is. Zij dan de 

b % 
vergelijking der ellips y % =— (a* — **), dan is, daar (p, ft) 

b* 
op haren omtrek ligt, p t * = — (a* —f*). Substitueren wij 

echter deze waarde in die van SiniQ, dan vervallen wij 

op de zwarigheid, dat wij een maximum of minimum voor 

zouden moeten vinden tusschen de grenzen /?==+« en 

p = — o. Om dit te ontwijken , voeren wij den hoek 4> 

in, welken eene middellijn der ellips, die door (p,Pi) gaat, 

met de groote as of de as der % maakt. Wij hebben dan 

b % 
blykbaar p i =p*gï en dus p* tg 1 * = -j («* — f 1 )» waaruit 

p = n«' »*♦+»*) eQ * = ïfV%) en dan w<Mtit 

Stellen wij kortheidshalve den noemer gelgk A en differentie- 
ren wy tweemaal, zoo bekomen wij: 

d Sin jQ _ a*br tgï[b(a*— L*) — am |/(o» tg 1 j; + 6' ) 
<ty — Co» 1 il^i/^ 1 Ij 1 * + **)* 

_ { ^*mtg^+[b(a*-b*)-ami/(ahg**+b*% XVJA&+P) 

~* { A Cos** (a> fc* + + & 1 ) I^A 
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-tg*{bia*-b*)~ami/(aU g ** + b*))x^\, 

waarbij N den noemer van het eerste quotiënt voorstelt. Door 
nn in het eerste quotiënt tg 4> =2 te stellen , wordt het 
gelijk nul en de eerste term van het tweede quotiënt zal den 
toestand er van aangeven, daar blykbaar de tweede term nul 
is. Nu is voor tg ï = 0, Co* 4> = ± 1 , en voor beide waarden 
wordt XCo$ 4 ^{a 1 tg , ^ + b t ) i/k=zlfi(a— -mf en alzoo 

Is derhalve m>a, zooals dit altijd plaats heeft, wanneer de 
cirkel buiten de ellips ligt, dan vinden wy , dat er voor 
tg$ = Q zoowel een maximum als een minimum voor <p 
bestaat en wij zullen alzoo nog moeten bepalen, in welk geval 
het een en het ander plaats heeft. Schrijven wij daartoe de 
vergelijking (a) onder den vorm 

r lU/^Kii^ + ^&f 1 *) J a»<9 f iH-**J 

dan is voor A'inl»=0 en Cto<£ = -t- 1, Sin\$-=2 f 

1» — ü 

en voor Sin$ = en Cotty — — 1, Sin\Q = . Voor 

m -f-a 

4> rr 0° is derhalve een maximum en voor 4> = 180° een 

minimum of voor het eerste p =a en voor hel' laatste p= — a. 

Voor de tweede waarde , welke het eerste quotiënt nul maakt, 

wordt /£^ = — V[{a* — 4*)* — a s m*). Daar echter m)a 

is, wordt om^a* en derhalve tgf> onbestaanbaar. 
LXXX1X. Voorstel. 
Door W. vak Haarst. 
Als men door een gegeven punt lijnen trekt, kan men op 
elk dier lijnen een punt vinden zoodanig, dat, als men daaruit 
raaklijnen aan eene parabel trekt , de hoek , dien zij met 
elkander maken, een maximum is. Men vraagt de vergelijking 
van de meetkundige plaats dier punten te bepalen. 
Opgelost door W. van Haarst. 

Oplossing van W. van Haarst. 
Als de vergeiyking der rechte lijn yz=zm*+n is, danwor- 
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den de coördinaten van het maximumpunt (blykens voorstel 
TTYvnn p % -2*mp+W p(*» + f»p) 

laaviu; — 2 ^ m n — m*p — 2p) t 2(4*.n- *}> — 2p' 
Stellen wy nu , dat de coördinaten van het gegeven punt 
(6,6,) zijn, dan is 6,=i/i6-t-n en dus n = 6,— «6. 
Substitueeren wij nu deze waarde in bovengenoemde coör- 
dinaten en drukken wy de loopende coördinaten der gevraagde 
kromme door # en y uit, dan zullen wy hebben 

_ p*-2mp(b t -mb) + 8(b È -mby 
*~ 2{4m(6 l — mb) — m*p — 2p} m ' Ki 

en v - p{4(6 g -«,6)-f-*p} . . (b) 

Uy ~ 2{4m(6 1 — mb)-tn*p — 2p)* W 

en er blijft nog over , tusschen deze beide vergelijkingen m 
te elimineeren. Daartoe hebben wy uit (a) 
2(jr — b) (46 + p )m*+Zb t (p+8b— teym+ip»—p*— 8b % * = 
en uit (b)2y(4A+^)w*4.{(4*— p)p— 8A iy }m+4p(y— i l )=0. 
Door de eerste met y en de tweede met (# — b) te vermenig- 
vuldigen, zal haar verschil geven: 

{p(*~*)(46-p)-26 l (46 + p)y}m-46 l p(*--6) 
+ (p* — ibp + 8b i *)fj=z0 

p{* — b){V>—p)—2b t {tb + p)y 

Substitueert men eindelyk deze waarde in (b), dan vindt 

men na behoorlijke herleiding: 

2(46 -h p)y % — 86,*y -h 4p**— 2b ,py— p{U>+p)* 4- *P* = 0. 

Op deze vergelijking de theorie van de vergelijkingen van de 

lijnen van den tweeden graad toepassende 9 blijkt het , dat 

zy,6 en b k zoowel als p positief zijnde, een hyperbel, 

eene parabel of eene ellips voorstelt naar gelang 

2V>. = of <p(46 + p) is. 

Lossen wij deze vergelijking op ten opzigte van y, dan 

2b t b t p 

komt er: y= ,. -* + n ,,, — 

* 4-6 -hp 2(46 -h p) 

y\ 8[ 26 < *-p(46+p) )*»+2p{4 y+(4*+/>)» |s+p«{6 i »-26(46+p)) 

- 2(46+ p) 



Stellen wij derhalve 



26 f 6.p 



7)' 
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dan wordt: 

4(46+p)» »,* = 8{26,« - p(46 + p)}*» 
+ 2p{4A I »+(44 + p) t }*+p*{4,* — 26(46 + p)} (c) 
Voor de gevallen, waarin 26,* — p(**+p) niet geujk nul 
is , lossen wij uit déze vergelijking * op ; wy vinden : 
_ 46,» + (46+p)« 

*-"" pX 8(26 l »-p(4i+p)} 
, (4A+p)|/{32 (26 1 «~K^Hf>) {yt'-hP* {l6V+(46-p)«} } 

* 8{2V- P (4i-r-p)} ' 

soodal door 

v 46, »-H46 + p)« 



8f26 1 »-p(46 + p)} 
te stellen , de laatste vergelijking overgaat in : 

. (4o+pp{32{2y-p(4&+p)}r t '+p* {»ey-K44-p)»}} 

*«- 64(26,* -p(46+p)}» 

. 2f2V~.p(46 + p)) _, p*{ 166.» +(46-0'} 
0f ,f (46 + p)* ' 32{2V-p(46+p)}' 

r . ._ 2}2y-p(46 + p)} 
ofwel y,» = ^j;^ 

I . p»(46H-p) , (l«VH-(46-p)«} l 
'T' 64{26 1 «-p(46-t-p)}» J' 

Voor het geval dat 26,« = p(46 + p) is, wordt de verge- 
lijking (c): 
4(4* + p)* y,« = 2p (46 + p) (46 + 3p>c— |p»(46-p) (46 + p), 

Stelt men hierin (46 + 3p) • — ip (46 — p) = # , , 

dan wordt: »«* ^2146 + p")**' 

Voor het geval dat 26,* = p(46 + p) is, wordt de verge- 
lijking (c), na door 46 + p gedeeld te itfn: 

* (46 + p) y,* = 2p (46 + 8p> — ip» (46 — p) 
. , 4(46 + 8p)>-p(46-p) 
en dus: y,« = P X 8(46 + p) 

Stellende alzoo 

46 + 3p P(46~p) _ 

2(46 + p) 8(46 + p)~ " 

dan wordt y^srp»,. 
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Ligt het gegevene punt in de as der y, dan is 4 = en 
in dit geval gaan de gevondene vergelijkingen over in 
2(2M~ P ») f P *(I6V+P»)) 
fl ~ P« {*' ~64(2V-P')»j 
en y t * = p* f , waarbij men echter dient in het oog te houden, 
dat de verplaatsing der assen nu afhangt, voor de beide ver- 

2b A 

gely kingen, van y = yi -f-^J >*+$*,, en voor de eerste 

4V + P* 

* = *'- pX 8(2V->) 

en voor de laatste van H# + 5P = *i- n " »1 de eerste 

eene hyperbel of eene ellips zijn , naar gelang b l y2 > of < p 
is, terwijl bij de laatste b t i/2z=p is. 

Ligt daarentegen het gegevene punt in de as der s t zoodat 
£j=0 is, dan hebben wij de vergelijkingen: 

* -4A-hp X (^4 ** ƒ• 

Hierbij is de oude as der s gebleven , terwyl die der y af- 
hangt van «de vergelijking: 

kb -f- p 

Indien b en p beide positief z'y'n, zal de meetkundige plaats 
steeds eene ellips z\jn. b echter, p positief zijnde, b nega- 
tief, dan kunnen «ij de laatste vergelijking schrijven: 



y' 



46 — i 



, (** + p)' 



64 



}• 



welke nu weder eene hyperbel of eene ellips voorstelt , al 
naar dat &> of <*p is. De parabel gaat nu blykens ver- 
gelijking (c) over in twee met de as der y evenwijdige lijnen, 
want dan is # = ± ip. Voor het verplaatsen der y-as heeft 

... j p —- kb 

men by de eerste * = *, + —£ — en bij de laatste gelden de oude. 

Voor *4 = en b = wordt 

64' 

In dit geval is de kromme eene ellips. 
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XC. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Zonder behulp van den supplemenls-driehoek de vlakke hoe- 
ken eens drie-vlakkigen hoeks te bepalen, als de drie stand- 
hoeken gegeven zijn. 
Opgelost door W. van Haarst. 

Oplossing van W. van Haarst. 
Drukken wy (zie lig. 29) de standhoeken des drievlakkigen 
hoeks door A, B en C en de zy vlakken door a, b en e uit, 

, . . , , . ^ Cos A -f- Cos B Cos C . 

dan is, zoo als bekend is. Cos a = . M aar 

Sin B Sin C 
nu is volgens eéne bekende formule: 

CosB CosC = i Cos(B — Q) + iCos(B + C) 
en Sm B SinC = i Cos (B — C) — i Cos(B+ C) , 

wy kunnen alzoo schrijven : 

_ 2CosH + Cos(B — C)+ <7oj(B-hC) 
Öiö ~ Co5(B— C) — Cm(B + C) 

on daaruit volgt: l + Cfato=-- l — — ~- * -Ü-. 

Nu beschrijven wij met MN = 1 als straal een halven cirkel 
en nemen BN = B-.C, CN = B + C en A0 = A. Laten wij 
dan uit B, A en C loodlijnen neer, dan is DM= CosfB— C), 
IG = — Cos (B 4- C) en MF = Cos A , derhalve : 
DG = <7ö«(B— C)— <?m(B + C) en DF = ft«A-t-eto(B— C). 

Na Dm = MN = 1 genomen te hebben, beschrijven wij om 
m als middelpunt met die eenheid als straal wederom een 
halven cirkel, welke bet verlengde van de raiddellyn NO in P 
snijdt, dan is DP=2. Trekken wij nu uit D eene willekeu- 
rige rechte lijn en brengen wij DF daarop over, zoodat DF 1 = DF 
is, dan zal de lijn HP uil P evenwydig met F^ getrokken 
het punt H doen vinden en dan is DH = 1 •+- £b* , want 
dan wordt DG : DP = DF, : DH , dat is : 

Cos(B — C)— G»(B ■+- C) :2 = Cos A + 0>*(B — C): DH 
en dus: DH 2{Cfr,A + <MB--C)} 

<7»(B— C)— &f(B+C)- 
Haakt men alzoo DB t =DH, dan is »H f = Cosa en dus de 
loodlijn H t L oprfgtende , is hoek LmH f = a. 

NB. Bij het aannemen der standhoeken moet natuurlijk 
A+B + C)2R zyn. 
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XCI. Vooestkl. 
Door W. var Haarbt. 

Van een bolvormigen driehoek xifn gegeoen de hoek C en de 
bogen a en b: men verlangt de beide andere hoeken te cm* 
shueeren. 

Opgelost door W. vin Haarst. 

Oplossing van W. var Haarst. 

Wij nemen (zie fig. 30) op den omtrek van den met de eenheid als 
straal beschreven cirkel AD = b en CD = o. Trekken wij dan 
AC en DG daarmede evenwijdig, dan zal, indien wij den straal 
MF loodrecht op deze lynen trekken, AF i= i(b + a) en 
FG = i(i — a) zyn en dus CL = AL = Sini(b + a) en 
DN = GN = Sin ±(b — a). Richten wy vervolgens den straal 
ME loodrecht op de middellyn AB op en nemen wy EH = ^C, 
dan zal blykbaar AI, welke in A loodrecht op AB staat 'en het 
verlengde van MH in I snydt, de cotangens van JC z\jn, zoo- 
dat wy hebben Al =. Cot $C. Vereenigen wij na de ponten 
I en L door eene rechte lijn en trekken wij uit Gen N lijnen, 
evenwijdig met AI en LI, welke elkander in snyden, dao 
zyn natuurlyk de driehoeken ALI en GNO gelykvormig en 
daaruit volgt AL: GN == Al :GO, dat is: 

Sin * (b — o) : Sin } (5 — o) = Cot *C : GO , 

M Sin 1 (* — «)» ^ 
waaruit : GO = «^rrr r c * * r * 

Trekken wij dus de raaklyn van het punt G en maken wij 
daarop GP = GO, dan is hoek GMS = i(B — A), want dan is 
tang hoek GMS of tg \ (B — A) = GO. Richten wij vervolgens 
in het snypunt Q van de lijnen AC en HG eene loodlyn op 
deze laatste lijn op en nemen wij daarop QI t = ki = Cot JC, 
dan zal hoek I t MG = }(B-|-A) = RMG zyn. Immers is 
WL=zCo$i[b+a) en MN = C«ti(i — a). Voorts 

■Q:MG = ML:MN = «»l(i + a):«iti(i — a) 
en daar blykbaar MQ:MG = QI f \tang hoek RIG is, zoo volgt 

daaruit tang hoek R»G = "*;.T x Cot\Q = tg\{* + A). 
Vo$ \ [p -f- a) 

Wy hebben dus RMG = i (B + A), boek GMS = \ (B — A), 

derhalve hoek RMS = RMG — GIS = A en GZ = GS nemende, 

is hoek RMZrrhoek RMG + hoek GMS = B. 
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XCII. V o o a s t e l. (*) 

Door J. J. Tedtwg van Berkhout. 

De middellijn AB eens cirkels is in de punten A ' m B' 

liarmonisch gedeeld: wordt nu eene loodlijn op KB opgericht 

in A' (of in B') en men trekt door eenig punt D in die lood- 

lijn eene lijn door B' (of A') welke den cirkel snijdt in de 

punten E en F, dan is de koorde EF des cirkels in de punten 

B' (of A') en D harmonisch gedeeld. Vrage naar het bewijs. 

Opgelost door J. J. Teding van Berkhout. 

Oplossing van J. J. Teding van Berkhout. 
Zij de loodlijn op AB in het punl B' opgericht en C het 
middelpunt van den cirkel. Men heeft volgens de onderstelling 
AA' : A'B = AB' : BB' en derhalve 

AB — A'B : A'B = Tb -h BB' : BB' 

AB — 2A'B:AB— A'B = AB :AB + BB' 

BC— A'B : AA' =BC :AB' 
BC :BC — A'S = AB':AA' 

A'B :BC — A'B = A'B': AA' 

A'B : VC =A'B':AA'. 

[Men vindl hetgeen in deze evenredigheid wordt aangetoond 
doorgaans aldus voorgesteld : 

AA'xA'B = A'CxA'B', 
d. i. de rechthoek onder de afstanden van één der deelpunten 
tot de beide eindpunten der harmonisch gedeelde lijn is gelijk 
aan den rechthoek onder den afstand van datzelfde deelpunt 
lot het middelpunt der harmonisch gedeelde lijn en den on- 
derlingen afstand der beide deelpunten, en dan anders bewezen.] 
Men late nu uit het middelpunt C eene loodlijn vallen op 
de koorde EF f welke door die loodlijn, in het voetpunt G in 
twee gelijke deelen wordt gedeeld. Men heeft dan A A'CG 
</> A A'B'D en 

A'C :A'G = A'D:A'B' 
Maar A'C : A'B = A'A : A'B', derhalve 

A'B :A'G = A'D:A'A 
Maar A'B : A'E = A'F : A'A, derhalve 



(•) Dit en het volgende voordel zijn zonder bewijs opgegeven in A 
col/êctio* of Theorems and Prohlems achter A Disiertatio* on the g§omê> 
trital analpU of thê antienU. Canterbury 1774. 
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AT- : A'G = A/D : A'F 

CE -A'G: A'G = DF— A'F :A'F 

GE : A^G =DF:A'F 

GE :GE— ki = DF:AT 

FE :FE — 2A'E = DF:FÊ~ A'E 
FE — A'E : FE — 2A'E = DF: FE= FE + DE : FE 
A'E :FE — Alt = DË:FE+DE 
A'E : AT=f)E:DF 

en de lijn EF is in de punten A' en D harmonisch gedeeld. 

XCIII, Voorstel. 

Door J. J, Teding van Berkhout. 

De middellijn AB eem cirkels is in de punten k' en B' 
harmonisch gedeeld. Trekt men nu door A' (of B') eene lijn 
welke den cirkel snijdt in E en ¥ en vereenigt men de punten 
E en f met B' (of A') dan is A'E: A'F = B'E:B'F. Vrage 
naar het bewijs. 

Opgelost door J. J. Teding vak Berkhout. 

Oplossing van J. J. Teouig van Berkhout. 

Men richle (zie fig. SI) in A' eene loodlijn op AB op, 
dan zal deze door B'EF gesneden worden in een punt D, en 
heeft men volgens hetgeen bewezen is in het voorgaande 
voorstel , EF harmonisch gedeeld in B' en D en 
B'E:B / F = I)E:DF. 

A'D snijdt den hoek EA'F en A'B' snijdt den supplemenls- 
hoek E middendoor: derhalve ^EA'D = /.DA'F. Trekt men 
nu uit F met een straal gelijk aan A'F een cirkel, dan zal 
deze de loodlijn A'D ergens in een punt G snijden; trekt 
men FG, dan is de driehoek A'FG gelykbeenig. De driehoeken 
A'DE en FDG zyn gelijkvormig: derhalve 

DE :A'E = DF:FG = DF:AT, 
A / E:AT = DE:DF=B'E:BT, 
dat te bewijzen was. 

Aanm. Daar de lijn EF harmonisch gedeeld is, zoo zijn 
A'B', A'E, A'D, A'F vier harmonische stralen, waarvan 
A'B' en A'D loodrecht op elkander staan, waaruit afgeldd 
wordt, volgens eene bekende eigenschap, dat LEAV — £j»a f. 
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XC1V. Voorstel. 
Door H. tan Blanken. 
Een gedeeltelijk met water gevuld vat, dat de gedaante 
heeft van een rechten cirkelvormigen kegel, wordt in een 
schuinsehen stand geplaatst , zoodat de oppervlakte van ht* 
water eene ellips vormt. Vrage aan te tomen , dat de kleine 
as van deze ellips eene standvastige waarde heeft. 

Opgelost door H. van Blanken, L. tan Zanten Jz en 
J. M. Heijbrock. 

Oplossing van H. van Blanken. 
Laat in fig. 32 AB = 2a de groote as der ellips voorstellen, 
dan is het punt M op het middeo van AB het middelpunt 
der ellips. Men trekke door de punten A, B en M de lijnen 
AC, BD en EF loodrecht door de as SO des kegels» en stelle 
de halve kleine as der ellips = fc, dan is blijkbaar 

b* = ME x MF = JAC X *BD. 
Men stelle verder den tophoek des kegels =2*. de loodlyn 
SP = s en den hoek OSP = $, dan is: 

AS= . * BS=— £— , AP=«#$+*fcBP=^-«), 
Cas(0+a) Cos{0-—*) 

2* Sin u Cos u 

z* Sin 1 * 
** — . .. 

— Cos 1 Cos* « — Sin 1 Sin* e 

De ruimte , welke door het water wordt ingenomen is : 

Sin* « Cos» 

= \zabxz=i \ ^ 1F X^ Co8 i ( p Co8 t x _ Sin i ( psin i »)i' 
Laat, als $ = is, s==A zijn, dan heeft men, daar het 
water steeds dezelfde ruimte inneemt, 

t Sin** Cos* , ^ S in* * 

* * T X (Cos* Cos* * — Sin* Sin* *)t — * * Cos* a 

(Cos* Cos* cc— Sin* Sin* *)* 

s = AX- ^ "• 

Cos* 

Door substitutie van deze waarde verkrijgt men b = htg*. 
De groolte der kleine as van de ellips is bijgevolg onaf- 
hankelijk van 0. 

il* 
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Aanmerkingen. Daar \ *ab* en b constant zyn , zoo moet 
ook za, dat is, de inhoud van den driehoek ABS eene con- 
stante waarde hebben. Hieruit volst, dat de meetkundige plaats 
van het punt M eene omwenteling-hyperboloïde is, welke steeds 
door de ellips wordt aangeraakt. Neemt men «=45°, dan 
wordt &*=ih l Cos* O. De meetkundige plaats van het voet- 
punt P der loodlijn SP is bijgevolg in dit geval eene om- 
wenteling-lemniscate. 

XCV. Voorstel. 
Door H. van Blanken. 

Vrage naar de assen der kegelsnede, welke in trilineaire 
coördinaten tot vergelijking heeft a % -h(3* -fy' = **. 

Opgelost door H. van Blanken. 

Oplossing van U. van Blanken, 

De kegelsnede is blijkbaar eene ellips. Elke zijde van den 
assendriehoek is dus evenwydig aan twee raaklijnen. De raak. 
lynen, welke evenwijdig aan de zijde BC zijn, behooren tot 
die punten der ellips, alwaar et eene grootste ol kleinste waarde 
heeft. Om dus de coördinaten van de raakpunten te verkrij- 
gen, differentiere men de vergelijkingen ** 4-(3 f +y* =** 

dx 
en aa + bfi-{-cy — 21 9 en stelle — = 0, dan verkrygt men, 

ap 

dy 

na eliminatie van «~, de vergelijking c& — by = 0. Deze Ver- 
op 

gelijking behoort tot de middellijn, welke door de twee raak- 
punten gaat. 

Verder vindt men voor de twee raaklynen: 

2al± \/{b % +c*) f(a» + &» + c») ft» — 4P } 
*— "~ a*-f-6» +c* * 

Daar de uitdrukking (a* 4-ói-i-c 1 )* 1 — iP eene positieve 
waarde moet hebben, kan men haar, ter bekorting, =p* 
stellen j voorts stelle men a 1 •+- b % + c* = «. Door gebruik 
te maken van de vergelijkingen c/3 = £y en «ra -f *0+cy = 2/ 
vindt men dan voor de coördinaten der raakpunten: 

__ 2c/ pb 
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Noemt men «", jf, y de coördinaten vaa het middelpunt 
der ellips, daa heeft men blijkbaar: 

"_0_y_2f 
a b c * * 
Daar dezo coördinaten onafhankelijk van k zijn, moeten 
alle ellipsen f welke men verkrijgt door aan k verschillende 
waarden te geven, een gemeenschappelijk middelpunt hebben. 
Laat 2r t de middellijn zyn, welke door de raakpunten gaat, 
dan vindt men gemakkelijk, door den afstand van het middel- 
punt tot een der raakpunten ie bepalen: 

% _ aH'c*p* 2b % -j-2e % —a % 
f| — 4/ 1 ** X b*+c* 
De vergelijking der middellyn, welke evenwijdig aan de 

zyde BC loopt, is blijkbaar *= — — — - % * 

Brengt men deze waarde van * in de vergelijkingen 
** ■+• P* + y* = A* en aa -h bfi -h cy = 2/ , dan vindt men 
gemakkelijk voor de coördinaten der uiteinden van de aan BC 
evenwijdige middellijn : 

2c/ P 6 

Stelt men deze middellijn = 2r 2 , dan vindt men door den 
afstand der punten («, p, y) en («', (3', y') te bepalen: 

ff ~ 4/»,(*»H-c*)* 

Hen heeft dus : 

r,» _ 2b % + 2c» = q » _ 26» 4- 2c» — o» 
_ — - „ al + £,^ cl 

Deze verhouding is onafhankelijk van A. Alle ellipsen, 
welke men verkrijgt door aan A verschillende waarden te geven, 
zijn dus gelijkvormig en hebben, ten opzichte van den assen- 
driehoek, denzelfden stand. 

Om den hoek te vinden, dien de middellynen met elkan- 
der maken, merke men op, dat hij gelijk is aan den hoek, 
onder welken de lijn cfï — by = de zyde BC doorsnijdt. 
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De coördinaten van het snijpunt D zijn : 

„ „ 2bl 2c/ 

* = °' * = *+*' y = 5TT7 

2/ 

en de coördinaten van het hoekpunt A,«= — , = 0, y = 0. 

^ I c , (2i t +2c 1 — a f ) 
Hen vindt hieruit gemakkelijk AD 1 = ,. %t '. 

Voorts heeft men BC 1 x AD* x Sin* = 4/* en bijgevolg 
<?• »*- 4/> _ 4/«(6»4-c»)» 

9 ~ BC» x AD« ~ a*b*c*(2b* 4- 2c» — «>)* 
Stelt men de halve assen der ellips = R t en R 9 , dan heeft 
men, omdat 2r f en 2r a gekoppelde middellijnen zijn, 

o 1 ó 1 c , p* 
en R i , B,»==r 1 V«» , * = -475 J r-- 

Hieruit volgt: 

V = -^ X {Sik + tt»»'* 1 '' ~ !«*')} 

Ven kan de assen ook verkrijgen op de wijze, welke in 
Ferrers Nieuwere Meetk., § 91 wordt aangeduid. 

Men stelle namelijk a — *"=*, j3 — 0=zy f y — y = », 
en de halve middellijn , welke uit hel middelpunt naar het 
punt (a, 0, y) is gelrokken r=:r, dan heeft men 

r* =^(aCo3 K.s 1 +b CosB.y* +c CosC.**). . (1) 

2/ — — 

Voorts heeft men — = n stellende, « = «in, (3 = &n, y :=: c»j 

bijgevolg «= # + an , = y ■+- An j y = z -f- en. 

Brengt men deze waarden in de vergelijking <x*-f- (3*-+-?*=**, 
dan verkrijgt men: 
s * + y» 4. «» 4. 2n(ax + 6y + c*) + (<** + 4* + c*)» 1 = **. 

Men heeft blijkbaar a* + 6y + es = (2) 

en bygevolg 

•■+ ^ + •» = *« — (a« + 5*4- i«ii« = »«— — =^.(3) 
Ma zyn de assen de grootste en de kleinste haive middel- 
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lynen. Men beeft dus: 

— -r* z=iaCosX.x % -f- £ CosB.y* + c Cos C.z*. • (4) 
abc 

tot een maximum of minimum te maken, met inachtneming, 

dat x f y, z onderling verbonden zijn door de betrekkingen 

(2) en (3). Door (2) met den onbepaalden factor 2p en (4) 

mei A Ie vermenigvuldigen, ze vervolgens bij (3) op te lellen, 

daarna te differentieren en de coëfficiënten van elke differen* 

tiaal gelijk nul f.e stellen f verkrijgt men: 

x + \aCosk?x -H^ia = 0,| 

y + hbCosB.y + pb=zO,\ (5) 

*4-AcCo*C* + (tc = 0.\ 
Deze vergelijkingen naar volgorde met s , y , s vermenig- 
vuldigende en optellende, vindt men: 

C-+A.— r» = 0, 

* abc 

abcp* J 

"~ 17*7 r 1 "' 
Uit (5) heeft men : 

l4-AaCo*A l4-A£Co*B 1+A<?Co*C 

fl o c 

1 4- A o Co* A hs 1 •+- A o Co* A ex 

Bieroil volgt: ,=__-.-, «= t +AcC<> , c --- 

Brengt men deze waarden in vergel. (2), dan verkrijgt men 
(a*bc Cos B Cos C -f- 4'ac Co* A Co* C •+• c* <z6 Cos A Co* B)A* 
+ (o 3 ACo*B4^»cCo*(^^flCo*AH-o 2 cCo*C+c»aCo*A+c«oCo*B)A 
-f-a* + o» +c* = 0. 
De coëfficiënt van A 1 is 
a*4-o* — c* _ «— o»h- c* «* -h !>* — c* ^ — a*4- o«-|-c* 



2 2 2 

o* _ fc* + c * _ o* + i* + c* 

+ 2 X 2 

. a 4 — b* — c+ + 2a > & > -f» 2«*c* + 20*0» 



— 4 

en de coëfficiënt van A is = Sabc. Hen heeft dus 

4PA* + 3a6cA + a 1 + ** + e % = , 
of, voor A de boven gevonden waarden stellende* 



= 4/* 






4JV ''"*" 4/V 
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Deze vergelijking levert voor R t * en R a * dezelfde waarden, 
welke boven zijn verkregen. 

Als b = c is, slaat AD loodrecht op BC j bijgevolg zijn r 4 en r t 
alsdan de halve assen en moeten dus met R 4 en R a overeenkomen. 

In aanmerking nemende, dat in dit geval 161* =a*(4&*— o*) 
is, kan men de verkregen waarden aldus schrijven: 

r ' ,= w x(4A, - fl,) ' '**=w- x(26,+0,) ' 

V=- 8 ^f X {36» -(**-«»)}. 

De overeenkomst valt nu terstond in het oog. Ook is uit 
de waarden van r { en r 3 blijkbaar , dat in dit geval de eerste 
of de tweede as loodrecht op BC zal slaan naar dat b grooter 
of kleiner is dan a. 

Wanneer b=za en de assendriehoek bijgevolg gelijkzijdig 
wordt, dan gaat de ellips over in een cirkel. 

Stelt men nu de hoogte =A, dan is: 

In het bijzonder geval van k=zk wordt R = §A. Hieruit 
blykt, dat de som der vierkanten van de loodlynen, welke 
uit eenig punt des omschreven cirkels op de zijden van 
eenen gelijkzijdigcn driehoek gelrokken worden, gelijk is aan 
het vierkant op de hoogte des driehoeks, 

Hen kan dit ook op de volgende eenvoudige wijze aantoonen: 

Oit de vergelijking ax -f-tyJ-J-cy =2/ = ah volgt, als 
a = b =z c is, * -f- 4- y = /*. Voorts heeft men in dit ge- 
val voor elk punt van den omschreven cirkel *P-h*y-HPy=0. 
Wanneer men de iweede macht van de eerste vergelijking ver- 
mindert roet het tweevoud der tweede, dan verkrijgt men 
terstond ** +0* + y*=zh*. 

XCVI. ï o o r s t e i, ( ? ) 
Door C. J. Matthes. 

Van eene kegelsnede zijn gegeven een brandpunt S en twee 
punten P en Q aan den omireh; te bewijzen, dat de meet- 

(*} Dit en de volgende Vier voorstellen lijn ontleend tin Feimm 
JHnmre Meetkunde, voorbeelden 87, 88, 89, 40 en 41. 
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kundige plaats van de snijpunten der raaklijnen in die punten 
een stelsel is van twee rechte lijnen, die een rechten hoek met 
elkander maken en door het brandpunt gaan. 

Opgelost door C. J. Matches. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Nemen wy bet brandpunt S lot middelpunt van weêr- 
keerigheid aan, dan zullen de weêrkeerigen van alle kegel- 
sneden die dat brandpunt gemeen hebben, ten opzichte daarvan, 
cirkels zijn (zie Ferreks $§ 118 en 124). Nu hebben de pun- 
ten P en Q tot poollijnen lynen J_ PS en OS; die poollynen 
zyn raaklijnen tot eiken der weêrkeerige cirkels, wier middel- 
punten dus op de lijn , welke den hoek dier poollijnen of 
deszelfs supplement halveert» gelegen moeten zijn. Op zulk 
eene lijn staat de poollyn van het doorsnijd ingspunt der twee 
raaklijnen van eenige kegelsnede altijd loodrecht , deze pool- 
lynen zijn derhalve evenwijdig, dat is, snijden elkander in 
een punt op oneindigen afstand , waarvan de pool lijn is eene 
middellijn van S in twee bepaalde onderling loodrechte richtingen. 
XCV1I. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Te bewijzen, dat men door drie gegevene punten vier kegel- 
sneden kan beschrijven met een gegeven brandpunt, en dat de 
parameter van eene van haar gelijk is aan de som der para* 
meiers van de overige drie. 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Het gegeven brandpunt wederom tot middelpunt van weer- 
keerigheid aannemende, heeft men, dat de weêrkeerigen van 
alle mogelijke kegelsneden met dat brandpunt en welke door 
de drie gegeven punten gaan, cirkels zijn die de poollynen 
dier drie punten aanraken. Nu kunnen drie rechte lijnen slechts 
door vier cirkels worden aangeraakt, van wier stralen r, *, 

0, y bekend is dat - = --*--•+--; waaruit volgt, daar in 
r et p y 

't algemeen voor eene der bewuste kegelsneden de parameter 

2ft a 
= 2/=r — , zijnde k de constante van weêrkeerigheid of 

straal van den halfcirkel en f de straal van den weêrkeerigen 
cirkel (zie Ferrers $ 124), dat de parameier van eene van de 
vier gelijk is aan de som der parameters van de overige drie. 
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XCVIIL Voorstel. 
Door C J. Matthes. h 

Op eene bepaalde raaklijn aan eene kegelsnede zijn genomen 
een vast punt k en twee bewegelijke punten P en Q, zoodat 
AP en AQ gelijke hoeken onder spannen in een onveranderlijk 
punt O. Uit P en Q zijn twee andere raaklijnen aan de 
kegelsnede getrokken. Te bewijzen, dat het door snijding spunt 
van deze eene rechte lijn tot meetkundige plaats heeft. 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes* 

Als men uit een punt aan den omtrek eener kegelsnede 
een aantal paren koorden trekt , wier hoek door één op zich 
zelve staande koorde gehalveerd wordt, dan zullen de lynen, 
die de andere uiteinden van dergelijke paren koorden ver- 
binden, naar één punt convergeren. 

Immers de weérkeerige dier kegelsnede ten opzichte van het 
eerstgenoemde punt aan den omtrek is (zie Ferrebs $ 104) , 
eene parabel. Neemt men van die parabel zelve de weér- 
keerige ten opzigte van haar brandpunt S, zoo verkrijgt men 
een cirkel, aan welks omtrek dit brandpunt gelegen is. Lijnen 
daaruit in den cirkel gelrokken, die twee aan twee met eene 
afzonderlijke koorde uit datzelfde punt gelijke hoeken maken, 
hebben hare andere uiteinden in evenwijdige lijnen gelegen, 
dat is, in lijnen, die naar een punt op oneindigen afstand 
convergeren. Hieruit volgt (zie Ferrers § 116) dat de meet- 
kundige plaats der doorsnijdingspunten van elk paar raak- 
lijnen aan de parabel , dat met eene vaste raaklijn gelijke 
hoeken maakt, eene rechte lijn is, en wel de loodlijn uit S 
op bovengenoemde evenwijdige lijnen neergelaten , waarmee 
dan tevens het oorspronkelijk beweerde voor elke kegelsnede 
betoogd is. 

Uit die algemeene eigenschap kan men nu het bewijs onzer 
stelling afleiden. Zy het willekeurige punt O middelpunt van 
weörkeerigheid ; de weérkeerige kromme is steeds eene kegel- 
snede. De punten P, Q onderspannen in O een hoek die 
door Ok gehalveerd wordt. Van die punten A, P, Q zijn 
in de weérkeerige kegelsnede lijnen <*',/>', q\ allen gaande 
door het poolpunt der raaklijn PAQ, de poollijnen, wier 
tweede snijpunten met den omtrek wederom de polen zyn der 
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tweede raaklijnen uit A, P, Q aan de gegeven kegelsnede 
getrokken. Daar nu p' en q' , p\ en q\ , p\ en q\ enz. 
met o' gelijke hoeken moeten maken, gaan de verbindings- 
lijnen der andere uiteinden door één punt, zijnde de pool 
eener rechte lijn , waarop zich al de bedoelde doorsnijdings- 
punten moeten bevinden. 

XCIX. Voorstel. 
Door C. J. Matthks. 

Twee veranderlijke raaklijnen snijden van eene vaste raaklijn 
eener kegelsnede een stuk af, hetwelk in een bepaald punt een 
rechten hoek onderspant. Te bewijzen, dat de meetkundige plaats 
van het door snijding spunt der veranderlijke raaklijnen eene 
rechte lijn is. 

In het bijzondere geval, dat het bepaalde punt een brand- 
punt is, zal de meetkundige plaats de bijbehoorettde richtlijn 
zijn. 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Als men in eene kegelsnede een aantal koorden trekt, die in 
een willekeurig punt aan den omtrek rechte hoeken onderspan- 
nen, dan gaan die koorden allen door hetzelfde punU Ten 
opzichte toch van het punt aan den omtrek als middelpunt 
van weêrkeerigheid is de weêrkeerige der kegelsnede steeds 
eene parabel, op welker richtlijn de polen der bewuste koor- 
den gelegen zijn. 

Zij nu PQ het stuk der vaste raaklyn dat in het bepaalde 
punt O een rechten hoek onderspant, zoo neme men dat punt 
als middelpunt van weérkeerigheid aan, als wanneer de pool- 
lenen van P en Q koorden van de weêrkeerige kegelsnede 
zyn, die in hel punt aan haren omtrek, dat de pool is der vaste 
raaklijn, een rechten hoek met elkander maken. De verbin- 
dingslijnen der andere uiteinden van dergelyke paren koorden 
convergeren dus naar één punt, de pool eener rechte lyn, welke 
bijgevolg de meetkundige plaats is van het doorsnydingspunt 
der beide raaklijnen, die het stuk op de vaste raaklyn begrenzen. 

Is het punt O een brandpunt der kegelsnede, dan is de 
weêrkeerige een cirkel, en zyn middelpunt het convergentie 
punt der verbindingslijnen, waarvan de bybehoorende richtlyn 
der kegelsnede de poollyn is. 
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C. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

In eene kegelsnede zijn koorden getrokken , die in ten be- 
paald punt een' rechten hoek onderspannen. Te bewijzen, dat 
zij allen eene kegelsnede aanraken , waarvan dat punt een 
brandpunt is. 

Opgelost door C J. Matthes. 

Oplossing van G. J. Matches. 

De koorden zijn de poollynen van de doorsnydingspunten 
van raak l'ijnen aan de weêrkeerige kegelsnede met opzicht tot 
het vaste punt, die elkander loodrecht snijden, zoodat de meet- 
kundige plaats dier doorsnydingspunten , in de onderstelling 
dat het vaste punt niet aan den omtrek der gegeven kegel* 
snede ligt en dus de weêrkeerige geen parabel is, een cirkel 
is. Men verkrijgt derhalve voor de enveloppe der koorden 
eene kegelsnede met het bewuste punt tot brandpunt. 
CL Voorstel. 
Door wijlen H. van Blanken. 

Een klein lichaam ligt op eene lijn AB in een horizontaal 
vlak. Het vlak begint met eene gelijkmatige, doch in grootte 
niet bekende , snelheid om de lijn AB als as te draaien , ten 
gevolge waarvan het lichaam zonder wrijving naar beneden 
glijdt en eindelijk het vlak verlaat. Vrage naar den stand 
van het vlak, wanneer het door het lichaam verlaten wordt. 

Opgelost door H. van Blanken, G. Schouten en L. van 
Zanten Jzn. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Laat het lichaam, langs het vlak glijdende, na den tijd t 
in het punt P zijn gekomen, en uit P de lijn PO loodrecht 
op AB getrokken worden. Het is klaar, dat het lichaam 
voortdurend zal bewegen in het verlikale vlak, dat door de lyn 
PO gaat. Men neme daarom, ter bepaling van het punt P, 
het punt O tot oorsprong van rechthoekige coördinaten, de 
sas in de richting der zwaarte en de y-as horizontaal. 

In het punt P werken op het bewegende lichaam twee 
krachten: de zwaartekracht en de reactie K der normale druk* 
king op bet vlak. Stelt men de hoeksnelheid van het vlak 
om de lyn AB = «, dan is hoek YOP = «rt; bijgevolg zijn 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. N°. 100 en 101. 178 

de versnellingen in de richtingen der assen — = (/— RCotat, 

d*y 

--1 = R Sin ut. Wanneer men de eerste dezer vergelykin- 
dt % 

gen met Sin ut en de tweede met Cos at vermenigvuldigt, 

verkrijgt men na optelling: 

d*s d*y 

-Ti'S™ wt +-jf;- Co * a * = 9 Sin *t. 

Stelt men OP = r, dan heeft men sz=zrSinut 9 y=rCo$ut. 

Hieruit volgt verder 

d** d*r . A dr „ 

-j-r = — ï .o«tt«* + 2cii- r .Co*«/— u*r8in*t 

dt at* dt 

d*y d*r „ n dr o . 

-rf = — . Cos ut — 2«— . Stn <*t — «*r Cos ut. 

Brengt men deze waarden in bovenstaande vergelijking, dan 

d*r 
verkrygt men — — «'r = g Sin ut. 

Deze differentiaal-vergelijking komt voor in Wtsk. Opgaven 
van 1866—1870, Voorstel 163, en aldaar is verkregen: 

r = ke<«+ Be - «< — r^Sin u t. 
Daar aanvankelijk r = en T =0 is, heeft men ter 

at 

bepaling van de constanten A + B = 0, A — B = -2- : der- 

2« a 

ha,ve A = ïJï en B = — 4^ ; ^gevolg 

Het lichaam zal blijkbaar het vlak verlaten zoodra dedrak. 

king nul wordt. 

Men heeft in het algemeen 

d l y d % r dr 

R Sin*t = — ~-j-ï.Co$ut—2u--.Sinut — u>*rCosut. 

dr d 1 r 
Hieruit volgt, als men voor r, -- en — hare waarden stelt, 

R=-|(e*' + *-»') + 2gCö$mt. 
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De drukking wordt dus nul zoodra mon heeft 
e»' + e-*'=4CiM»*, of zoo men hoek YOP = $ stelt, 
ep -f. e -? = 4 Cos $. 
Daar de waarde van in deelen van den straal kleiner 
dan 1 is kan men bij de benadering aanvankelijk de vierde 
en hoogere machten verwaarloozen. Men vindt dan spoedig 
dat « = 0,8203 (in boog = 47°) reeds vry nabij aan de ver- 
gelijking voldoet. Stelt men nu $ = « + «, dan moet men 
hebben 

e*.e*-t- e-*. e-' = 4 Cos * Cos s — 4 Sin * Sin *, 
of, zoo men de tweede en hoogere machten van * verwaarloost, 
e*(l + *)-M~«(l— *) = 4 Co* * — itSin* 
iCos* — e* — e~* 0,01668 „ Mm 

* = 4 *»« + ««-,-« = ï^r = °' 0035 - 

Men heeft dus nagenoeg 

$ = * + * = 0,8238, of in boog = 47° 12'. 

CU. Voorstel. 

Door wijlen H. van Blanken. 

Twee lichamen bewegen mei eenparige snelheden p en q 
langs Iwee rechte lijnen , welke niet in hetzelfde vlak zijn ge* 
legen en bevinden zich aanvankelijk in gegeven punten A en B» 
Vrage, wanneer zullen deze lichamen het meest t<4 elkander 
genaderd zijn en hoever zijn zij dan van elkander verwijderde 

Opgelost door II. van Blanken , G. Schouten , L. van 
Zanten Jzn., A. Eecen en H. Japikse. 

Oplossing van H. van Blanken. 

Laat MN (Fig. 33) de gemeenschappelijke loodlijn der ge* 
geven rechte lijnen zijn. Stel AM = m, BN = n en MN=*. 
Men trekke door N de lijn NO evenwijdig aan AM en stelle 
hoek ONB = a. 

Wanneer na den tyd t de lichamen, in de richtingen AM 
en BN bewegende, in de punten A' en B' zijn gekomen, dan 
is A'M = m — pt en B'N =n-f 

Trekt men de lijnen A'P en B'Q loodrecht op NO, dan 
staat de eerste lijn loodrecht op het vlak BNO en bijgevolg 
ook loodrecht op de lijn B'P. Stelt men dus den afstand A'B'zr*, 
dan heeft men 

#* = A'P 8 + B'P 1 = A'P» + B'Q* + PQ' 

— A» + (n — qty Sin** + (m—pt—(n— qt) Cos pt) 1 , 
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of, zoo men omwikkelt eu in aanmerking neemt, dat 
Sin* a+Cos*a=l is, 

jrlzz^+m*-!-»*— 2mnCoêct— ?{mp+nq— npCo$a—tnqCo*ct)t 

+ (f>* + q* — 2pq Cos a)fi m 
Op hel oogenblik als de lichamen het meest tot elkander 

d(z*) 
zijn genaderd, heeft men -~-z=z0. 

at 

Noemt men dus den gevraagden tijd t' , dan heeft men 

, (w — nCos ot)p -+- (ji — m Cos a) q 

P*+J* — 2pqCos* 
Voorts vindt men als *' de overeenkomstige waarde van 

* voorstelt ; *'* = **+. \ * ; r ' — - — . 

Om de gevonden waarden van f' en *' in andere, veeltijds 
meer bruikbare, gegevens uit te drukken , neme men NR = q 
in de richting der beweging van het tweede lichaam, vervol- 
gens RS=p in eene richting tegenovergesteld aan die der 
beweging van het eerste lichaam, dan wordt de betrekkelijke 
snelheid voorgesteld door NS. Noemt men deze betrekkelijke 
snelheid r, dan is r J = p 1 -+- q* — 2pq Cos x. 

Stelt men den aanvankelijken afstand AB = a, dan is 
a* = ** 4-ro 1 •+-** — 2mn Cw*. 

Trekt men uit B de lijnen BC en BC' loodrecht op MA en 
NO, dan is MC = NC' = nCta« en de lijn AC is alsdan de 
projectie van AB op de lijn MA. Stelt men dus hoek MAB = A, 
dan is AC = AM — MC = m — n Cos * = a Cos A. 

Op gelijke wijze vindt men , als men hoek NBA = B stelt, 
n — i/t Cos * = a Cos B. 

Door substitutie van deze waarden verkrijgt men: 
*« = o* — 2a (p Cos A + q Cos B) t + r*t* 
ê% _ % (op Cos k + agCos B) 1 
r* 
ap Cos k + aq Cos B 

* = £ 7 > • 

In het by zonder geval van mqz=:np vindt men, zooals te 

i m n 
voorzien was , s' = * en t = — = -. 

P 9 
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CIIL V O O R 8 T E L. (*) 

Door J. Versluijs. 
Bewijt de formule 

A* 9 ~l—k*{ k* A J 

o 

waarin A, E, F de waarden hebben in N°. 69 aangegeven. 

Opgelost door J. Versluijs, A. Rutgers, L. van Zanten Jzn., 
A. Eegen en H. Japikse. 

Oplossing van J. Versluijs. 

Merken wij vooreerst op, dat men heeft: 

/QdQ f$d$ . r<p Sin* <p d<p „. . 
t=/V-*v — ? • Hierui1 vo,8t: 

• o ■"■ o 

r<p Sin* <pd<p _ J_ rQd$ 1_ 

y a* ~*«y z 5 ** • 

o * 

— - haar vroeger 

gevonden waarde, dan vindt men: 

/QSin*Qd<p 1 /E Sin(PCos$\ 1 „ . 

o 

/<p Sin* <p dQ __ 1 /E — (1 — ib a )F _ gm Cto <f )\ 

Aanmerking win A. Rutgers. 
Het verdient opmerking dat de formulen van N°. 71 en 
N°. 69 voldoende zijn om alle integralen begrepen in de 
vormen 

/<p Sin** <t>^ SQ Cos** ^ f$ Sin** Cos**0 ^ 
-zr d *>J -tf-^^J ^—& — * 

o o o *-* 

in functiën van de onvolkomen elliptische inlegralen van de 
eerste en van de tweede soort, d. i. in functiën van E en F 
uit te drukken. 

CIV. Voorstel. 
Door J. J. Teding van Berkhout. 
Wordt gevraagd de differentiaal-vergelijking 



(*) Ontleend aan het werk vermeld bij N°. 69. 
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d% 

(1 — x % ) -= xz z=z az*x 

dx 

ie integreren. 

Opgelost door A. Rutgers, J. J. Teding van Berkhout, 
J. M. Hembrock, L. tan Zante.n Jzn., A. Ebcen en H. Japikse. 
Oplossing van A. Rutgers. 
Eerste Wijze. 
Schrijn men de differentiaal-vergelijking aldus: 

dz x ax ,.. 

dx 1 — x l 1 — ** 

dan komt zij in vorm overeen met de bekende differentiaal- 
vergelijking van Berïiouilli. 

Deelt men beide leden van (1) door z* en bedenkt men, 
dat z— *ef* = — d(z— l ) is, zoo kan men (1) schrijven in 
dezen vorm : 

d(*~ l ) x ax 

dx 1 — x l * ' 1 — x* 

welke blijkbaar eene lineaire differentiaal-vergelijking van de 

,_ ... i dl*" 1 ) 

eerste orde is, met belreKkmg tot s— 1 en - 1 -: — -. 

Door toepassing der bekende formule voor de integraal der 
lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde heeft men 

Omdat f ~_J \ dx = /. v\i ~x % ), dus 

e *r^7* dx = ^1 — ** , e / l-~*» & = "■ is, 

p/l — x l 

] i /• sdx \ 

zoo wordt - = i/ J - *» | C - «y \, { -ïiA ' 

r %dx * • 

of, daar / = ~-i = ' is , 



s 

Tweede Wuze. 
Deelt men beide leden der differentiaal-vergelijking door ** 
en brengt men den term , in hut tweede lid voorkomende • 
naar het eerste over, dan verkrijgt men: 

1* 
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1 — x* ds s n . 1X 

— r — t— — — ajr=0 (1) 

M* OS M 

Nu i8: 

d A— ** \_ 2s 

SA m"") d^ «» ) 3* 

en -ttïï =!=?' 



en Jt- / %l . (2) 



waaruit bujkt, dat de vergeiykiog een integrerenden fector 
heeft , die onaf hankelyk van » is. Noemen we dien factor R, 

dan is: ■^=1^7»"*» 

waaruit door integratie : IR = J(l — **) -I 

Vermenigvuldigt men nu bet eerste lid van (1) met het 
tweede lid van (2), dan komt er: 

' d ' ' . " A (8) 

. d% xds **ds A . ,. 

waarvoor men kan schrijven : 

-<.PI=7f)-<TT^.)= -- (6) 

Integreert men deze vergelijking, zoo is: 

1 



Bf/l — ** 1^1 -J 



:=— C 



of - = — a+CVl — **. 

Derde Wijze. 

Na deeling van beide leden der differentiaal-vergelijking door 
z % } verkrijgt men: 
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J— *' da s 

"?~ *-;=•*• ' O 

Past men op (1) de methode van de variatie der constanten 
toe, dan is de gereduceerde vergelijking: 
1 — s* da s n 

-*- s~;= <*> 

of, Da scheiding der veranderlijken: 
waaruit door integratie : 

Zij nu de algemeens integraal van (1) a = ua lt waarin », 
de onzondere integraal (3) van (2) en « eene nog onbekende 
functie van s, dan is: 

da d* t du 

dz — "d7 + ' l d7' 
en door substitutie dezer waarden van * en — in (I), komt er: 
1 — »»/ da t du\ * 

of ik—r -£~ïj + ~^r t,= m - - ■ < 4 > 

Volgens (2) is de vorm tusschen de haken =0, derhalve: 
1— ** du 



,17- ..-=■*. 



of na substitutie der waarde van *, uit (3) en na scheiding 
der veranderleken : - £ = _«=^_ , * f 
waaruit door integratie : 

• 1 1 |/l— ** 

en dus: - = — = =r. — . j- Ct/l — **. 

CV. Voorstel. 
Door A. Bentbem Gz. 
Iemand koopt waren voor N gulden a conlanl en verkmpt 
se terstotid voor A gulden, Ie betalen in n termijnen en wel 

1*« 
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respectievelijk over a n> a it a n . . ,.a n maanden A l% A^,A 9 ^ 9 lA n 
gulden. Wanneer hij nu p gulden per gulden in de maand 
wint, vraagt men eene betrekking aan te geven tusschcn de 
gegeven getal-waarden. 

Opgelost door A. Benthem Gz. 

Oplossing van A. Bekthbm Gr. 

De inkoop bedraagt N gulden. Men kan dit aanzien als 
een kapitaal, dat gedurende a { maand is uilgezet en dus 
gelijk staat met aft gulden gedurende 1 maand. Na verloop 
dier a i maand wordt er A K gulden op betaald, de overige 
2V — A x gulden slaat a % — a i maand uil en geeft dus dezelfde 
winst als (N— ^)(«s — *i) gulden in 1 maand. Hierna, 
dus a % maand na den verkoop, wordt er A % gulden op betaald, 
terwijl de resleerende IV — A K — A^ gulden o s —o, maand 
uitslaat en dus gelyk slaat met {N — A K — AJ (a s — a t ) 
gulden in 1 maand. 

Aldus voortredeneerende, vindt men dal het achtereenvol- 
gens nog te betalen geld evenveel winst moet opleveren als: 
ifc |f (iV-^)("2-«i), (.V-^-^Ka,-^), 

(ff-^ — ^,—^(«4— «,),.. ..(y-^ f -....- A k ) 

(«H-t-i — «*)•••• tot (/V— -Ai — A % — — A»-\){a n — a n -i) 

gulden in 1 maand. De geheele winst kan dus gesteld wor- 
den de opbrengst te zijn van 

+ ....+ (ir*— A K — A± — ....— An-iïfa — On-i) 

gulden over 1 maand, of wat belzelfde is, van 

iVo» — [^ ^ — 0^ -hA i (a H — a i ) + ....+ A l (a n — a*) 
+,...+ ^«-.i(a ll — a»-i)] gulden over 1 maand. 
Wij hebben dus de betrekking 
»— ï 
Na u — ZA k (a n — a k ):\ = A- N:p 

of A — N=pNa n — p f ZA k {a % — a k ) . . . . (1) 

Voor deze betrekking kan men klaarblijkelijk schrijven: 

- N(\ + jmJ + ^ + pCs A k ) = pZ a& 

•-1 
of daar £ At = ^ — 4, is : 

ï 
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— /V(l +pa H )+A{l+pa n )— pa u A u =pZ A# M% 

bijgevolg oak: (A — IV) (i +pa H ) = pl, A k o k , . . . . (2) 

zijnde eene zeer eenvoudige belrekking. 
2« Oplossing. 
Onderstelt men dat de koopman de gedeeltelijke aflossings- 
som men A v A^ A 3 ...A n onmiddellijk na de ontvangst kan 
uitzetten legen denzelfden interest , dal is tegen p gulden per 
gulden 's maands, dan zullen deze na verloop der a u maand, 
dus bij de laatste aflossing, respectievelijk evenveel winst op- 
geleverd hebben als 

*-i 
gulden in 1 maand, dus gezamenlijk evenveel als ZA t (o u — a k ) 

ï 

«— ï 

gulden in l maand, bijgevolg p £ A k (a H — a k ) gulden. 

De IV gulden van den inkoop gedurende die a n maand tegen 
dien interest uitgezet zou evenveel winst gegeven hebben als 
Na n p gulden in 1 maand en zou dus N + ]Voj> geworden 
zijn. Klaarblijkelijk heeft men dus 

A+pZA k {a n — a k ) = JV+Na mP , 

welke betrekking volkomen met (1) in de eersle oplossing 
overeenstemt. Door dezelfde herleiding zullen we dus ook 
hier tol de betrekking (2) geraken. 

Aanm. Iu de eerste oplossing is de redenering van onze 
eerste practici gevolgd , de tweede is oorspronkelijk. 
CVI. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Men waagt te bewijzen , dat: 

aSinCpJ^SirtQ+^Sinfy*^ Sin4<pens.=*°«VSin(aSin9). 

Opgelost door A. Rutgers, G. Schouten, W. van Haarst, 
L. van Zanten Jzn. en H. Japikse. 

Oplossing van A. Rotgers. 
Stel: e 1 ? = Cos H- 1 Sin $ = s , i = y/— 1 , 

dan is : e — l 'f = Cos — i Sin — - f 

en door toepassing van hel theorema van de Moivre; 
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0^9 = Co$ nQ -+- 1 SinnQ = g* , 

e -*•?> = Co$ nó —i Sin nó = — - . 

Stelt men hierin achtereenvolgens n=l, n = 2 9 11 = 3, 
n z= 4 enz., dan vindt men door aftrekking 

a«« = i(,-i),tf.2*=i(s._i), 

en in het algemeen 
Hiermede wordt het eerste lid der te bewijzen formule: 

_J_f/ «*** «**» «*** Wa la» Vf l_a*U 

=g{(— o-(.5-i)j=è(— 4 

Vervangt men nu s en - door bovenstaande waarden, dan 
verkrijgt men: 



a' ~. _ a* 



5* n <J> -h j *» 2$ + — Sin 30 + 2 >— > Sin 4<p H • = 

Aami, Men kan bijna op dezelfde manier bewijzen dat: 

1 + oComQ +— Co*2$ + o -tGm80 -h . • . = e***<pCom[aSinQ). 

Door optelling der waarden van *• en — verkrijgt men in 
het algemeen: 

&.«*=!(.. +2); 

Substitueert men hierin achtereenvolgens n= 1 , n —2, 
enz„ dan verkrijgt men voor het eerste lid van de boven- 
staande formule: 
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1 ir aV a*s* a*x* \ fa lo« 1 o» 1 a*\) 
=1 njr + ^+0 + 2^ + J + l* + 27«- H Ï3?*2T4^j 

Schrijd mea du weder voor s en - de waarden , dan 
komt er: 

= !L*(CosQ-hiSinp)+ e *{C<»P-iSi*<p)\ 

CV1I. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
De afstanden van de middelpunten der aangeschreven cirkels 
eens driehoek* tot het middelpunt van den cirkel, den driehoek 
omschreven, in de stralen dier aangeschreven cirkels uit te 
drukken. 
Opgelost door W. tan Haarst en A. Rotgers. 

Oplossing van W. van Haarst. 
Stellen wij de zijden des driehoeks door a, b en c voor, 
den inhoud door 7, den slraal des omschreven cirkels door fl f 
den straal des aan a aangeschreven cirkels door r lt aan b door 
r a en aan c door r 8 , terwijl * = i (a ■+• b -+- c) is, dan kunnen 
wij als bekend aannemen 

r _ / _ / / »_^? 

* # — a' * # — 6' * * — o 47" 

Dit de drie eerste vergelijkingen volgt 

7 A J l 

'i 't '% 

Door het product van de overeenkomstige leden te nemen,. 

P 
vindt men: (« — a)(s — £)(• — c) = , 

f i r i r 5 

waaruit volgt: W,== ( ,_ a)( ,^ )( ,_ o) ='/ 
en door de som te nemen , verkrügt men; 
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(s — a)+(s — £) + (* — c) = s = -H h— . 

dat i 8 : # = r ^ + V» + r ^ xlofi= i r ' V '*' ■ 
Hieruit volgt dan in verband met de vorige vergelijking: 

of s = K r « r 2 -f- V 8 -h r^) (a) 



en dus: / = 



Nu hebben wy: 






r « itVi + VfH-Vt)' 



en « — c = — r- *■ * 



'3 KV« + Vi + Vi) 
Trekken wy deze waarden nu beurtelings van de vergel. (a) af, 
dan komt er voor de zijden des driehoeks: 

fl _ r i( f a+- f 3) t _ *i( r « + r ») 

^(Vi + V» H- Va) ' KVa + V f 4- Vs) 



KV* + Vs ■+• V») 

en derhalve jt = ^ = fr. + ^fa + ^fri + ^. 

Drukken wij nu de bedoelde afstanden uit door rf t , </ 9 en <f 3f 
dan is , zooals bekend is : 

d i = ^R{R^2r i ) f c/^ = i/ff (ff -f. 2r 8 ) en tf^^ff (ff + 2r 8 ) 
en hierin de waarde van R schrijvende, bekomt men: 
d = k^+*«X r «+'aX r i-H F a) 1 9n t (r g +r 3 )-t-r a V l H-r a )+r 8 «(r < -hr a )4-l0r i r a r s } 

d _ ^('i+'aXvH r aX f i+Ot^V^^ 
1 ^ r i r *+Va+ r i f a) 

önrf/ _K' l +'iXvKaX't+'a) 1 ^ V»+ r »)+ r iVi+ r a)^ flr iVi-»- y, tH-' 0r iVi) 

en a s =: - ■ — . 

CVIII. Voorstel. 
/>oor W. van Haabst. 
ifen verlangt de zijden van een bolvormigen driehoek in de 
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spherischc excessen der mp^lemenls-driehoeken uit Ie drukken. 

Opgelost dour W. van Haarst, A. Rütgkbs en A. Eecen. 
Oplossing van W. van Haarst. 

Noemen wij de zijden des bol vorm igen driehoeks a, 6 en e 
en de tegenoverstaande hoeken A , B en C, dan zijn de 
hoeken van den supplemenls-driehoek op o, A, 180° — B 
en I80°~C, die van dien op M80°— A,B en 180° — C; 
en die van dien op c, 180° — A, 180° — B en C. Als dan 
de spherische excessen gegeven zijn 2d z , 2</ 3 , 2d i , in dezelfde 
orde, als de supplements-driehoeken boven genomen zijn, dan 
hebben wij: 

2d t = — A — B-|-C-f-180<>,2<* a = — A + B- C4-I8O 
en 2rf 3 = A — B — C-t-180°. 

Dit de halve som der beide eerste vergelijkingen volgt dan 
A=180° — d % — ctj, uit die van de eerste en de laatste 
fi = 1800—^—1/3 en uit die van de beide laatste C =180° 
— </ a — d St waardoor alzoo de drie hoeken des driehoeks bekend 
zyn. Om nu de zijden te vinden , hebben wij , de halve som 
van de waarden van A, B en C, S noemende, 

S = i(A + B-f-C) = 270° — ft +rf t + d,) 
en derhalve 
S — A = 90° — d %9 S — B=90°-rf, en 8 — C=90°— d v 

Daaruit volgt: 
Sink = 8in{d i +dm) 9 5*nB =&nft-H* 8 ) t £tnC=r5t«ft-h</ 8 ). 
(?o*(S— A)=5iW 3 , Co*(S— B)=5mrf 2 en Cos($—C)=Sind if 
En wy behoeven slechts deze waarden te schrijven in de 
bekende formule: 

CaS ** ~ r SinHSinC ' 

1 -. ** , is Sin d t Sin dm 

om te verkrijgen : Cos \a = y — , , , * 3 — 

Jó ¥ r Sin^+dJ Sinft + im) 

en evenzoo Co* *£ = r . . , *-*— : — ^ - 

Stn(d i + dm)JStn(d a + d t ) 

Ê j Sin d^ Sin d 9 

CIX. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Men begeert hetzelfde ie dom al* in Voorstel N°. 108 f 
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wanneer nog daarbij het spheriseh exces van den driehoek 
zelven bekend is. 

Opgelost door W. van Haarst, A. Rütgers en A. Eecen, 
Oplossing van W. van Haarst. 

Slellea wij, dat de zijden des bolvorm! gen driehoeks a, b 
en c zijn, dan worden die van den supplements-driehoek op 
e uitgedrukt door 180° — o, 180° — b en c\ die van dien 
op b door 180° — a % b en 180° — c-> en die van dien op a 
door ö, 180° — b en 180° — c. Laten voorts de spherische 
excessen dier driehoeken, in dezelfde orde als boven genomen, 
gegeven zijn 2d t 2d v 2<f a en 2</ a , dan is (zie Lobatto Spher. 

Trig., pag. 130) Sind^ -^—L^^^ 

waarin P = 2\/Sins. Sin (s — a).Sm (s — 5). Sin (s — e) 
verondersteld wordt. Nu is het gemakkelijk in te zien, dat 
voor de supplements-driehoeken , de waarde van P niet ver- 
andert en dat wij alzoo hebben: 

P 

'"'iSiniaSintbCoê Je' 

** ^ = 4SiniaCoslbSin\c 

P 

en &« d s~t CosiaSinibSinic - 

Dit de beide eerste der vier vergelijkingen volgt dan : 

Sind Sin da 

-zr-j-=tg\atglb, en uit de beide laatste -zr~r=.Cot\atg\b. 
oin 0| otn a 9 

De wortel uit hel product dezer vergelijkingen is dan : 

t gi b=i/^ ndSind ^ 
51 r Sind v Sind % 

en de wortel uit haar quotiënt : 

_ f/ Sin d Sin d z 
gia —" SindiSind^ 
Op gelijke wyze vindt men uit de eerste en de derde der 
bedoelde vier vergelijkingen t 
Sin d 

en uit de tweede en de vierde: 
Sind. 
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en de wortel uil bel quotiënt wordt : 

** — ' Sin d % Sin d 9 ' 
CX. Voorstel. (*) 
Door J. J. Teding vak Berkhout. 
Zij de grondlijn JlC van een driehoek in twee gelijke deelen 
gedeeld in D , en door den top A eetie lijn getrokken evenwij- 
dig aan BC en op BC in D eene loodlijn opgericht , welke de 
lijn , evenwijdig aan BC , snijde in E en door D eene lijn ge- 
trokken, welke AB en AC snijde in F en G: vereenigt men nu 
de punten F en 6 met E, eten Aee/J men EF:EG =:FD: DG. 

Opgelost door J. J. Teding tan Berkhout, A. Rutgers, 
L. van Zanten Jzn., A. Eecen in H. Japikse. 

Oplossing van J. J. Teding van Berkhout. 
Men verlenge de lyn welke door F, D, G getrokken wordt 
totdat zy de lijn AR, verlengd zijnde, snijde in H, dan is 
ABDFgoAAHF, waaruil volgt: 

DF:HF = BD:AH=lCD:AH. 
Dit AAHG&ACGD volgt: 

AH: HG er CO: DG 
of CD:AH=DG:HG, 

derhalve DF: HF = DG : HG , 

DF:DG=HF:HG, 
en de lyn FG is in de punten D en U harmonisch gedeeld. 
Van de harmonische stralen FE, DE, GE en HE zijn nu 
twee, DE en HE, loodrecht op elkander staande, derhalve is 
2LFED = £.GED. De lijn DE deelt dus den hoek FEG. in 
twee gelijke hoeken en men heelt volgens eene bekende eigen- 
schap der driehoeken: 

EF:FG = FD:DG. 
Oplossing van H. Japikse. 
Het punt D ligt op hel midden van de lyn BC, het daar- 
mede harmonisch verwante punt ligt dus op de lyn BC op 
oneindig grooten afstand. Hieruit volgt, dal de lynen AF, AD, 
AC en A E zullen vormen een harmonischen straalbundel, 

(•) Dit en het volgend Voorstel zonder bewijs opgegeven in het werkje 
vermeld bq Voorstel N°. 98. 
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derhalve zijn de punten F, D, G en H harmonische punten, 
dus de lijnen FE , ED , EG en EH vormen ook een harmoni- 
schen slraalbundel. Van deze vier harmonische slralen nu 
slaan de twee verwante ED en EH loodrecht op elkander, 
dus maken zij , volgens eene bekende stelling , met de beide 
audere verwante slialen gelijke hoeken, derhalve Z-FED=ZJ)EG. 
De lijn DE deelt dus in den driehoek FEG den tophoek mid- 
den door, waaruit volgt: EF : EG = Fl) : DG. 
CXI. Voorstel. 
Door J. J. Teding van Berkhout. 
Zij de lijn AB harmonisch, gedeeld in k' en B'; wanneer 
nu op AB in de punten A en B loodlijnen worden opgericht, 
door het punt A' eene lijn getrokken wordt, welke die lood- 
lijnen snijdt in de punten C en D respeciivelijk , eindelijk het 
punt B' vereenigd wordt met C en D, dan is B'C : B'D = 
A'C:A'D. Vrage hel betcijs. 

Opgelost door J. J. Teding van Berkhout , A. Rutgers, 
L. van Zanten Jzn.. A. Eecen en H. Japikse. 

Oplossing van J. J. Teding van Berkhout. 
(Zie fig. 34.) Noemen wij het punt, waar de lyn CB' de 
loodlyn op AB in B opgericht snijdt, E, en vereenigt men de 
punten A' en E, dan heeft men vooreerst: 
AA' : A'B = AB' : BB'. 
Haar nu wegens A ACB' c/> A BEB' en A AA'C </> A A'BD 
heeft men : 

AC: BE = AB' : BB'= AA' : A'B = AC : BD, 
derhalve: BE = BD 

en DE, in twee gelijke deelen gedeeld in B, is de gemeen- 
schappelijke grondlijn van de twee driehoeken A'ED en B'ED, 
welke derhalve beide gelijkbeenig zijn, zoodal 

A'E = A'D en BE = B'D. 
Dit A AA'C en A A'BD volgt nog: 

A'A: A'B = A'C:A'D 
en uit A ACB' c/> A BEB' volgt : 

AB':BB'=B'C:B'E, 
derhalve: A'C : A'D = B'C: B'E= B'C: B'D. 
dat te bewyzen was. 

Aanmerking. /.CB'D is in twee gelijke deelen gedeeld 
door AB', en wanneer men dus EA' en B'D verlengt tot zy 
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elkander snijden, dnn zullen zij zich snijden op het verlengde 
van CA in em punt F. dal van A denzelfden afstand heeft 
als A van G. Die lijn, aldus in hvee gelijke deelen gedeeld 
in A, is de derde diagonaal van den volkomen vierhoek, die 
geconstrueerd voor ligt. Zoekt men nu voor de lijn CD hel 
met A' verwante harmonische deelpunt, zoo wordt het punt 
G bepaald en vereenigt men B' en G, dan heeft men : 

CA'tA'D=CG:GD, 
maar: CA':A'D = B'C:B'E, 

derhalve: B'C : B'E = CG : GD en B'G // DE 

en men heeft een trapezium CAGB', wiens diagonalen zyn 
AB' en CG. 

Oplossing van H. Japikse. 

Richt men in de punten A' en B' ook lood lijnen op, op 
de lijn AB, dan zullen deze vier lootllijnen, daar de punten 
A, A' , B en B' harmonisch zyn gelegen , een harmonischen 
straalbundel vormen , gelrokken uit een punt dat ligt op on- 
eindig grooten afstand. Hieruit volgt dat de punten C , A\ 
D en G ook harmonisch zullen zijn en dus de lijneu CB', 
B'A', B'D en B'G geven een harmonischen straalbundel. Van 
deze vier harmonische stralen staan de lijnen A'B' en B'G 
loodrecht op elkander, ze maken dus met de beide andere ver- 
wante stralen gelijke hoeken, derhalve: 

LCB'A / = L1>B , A' en dus CB':DB' = CA':DA'. 

CXII. Voorstel. 

Door D. B. Wisselink. 

Twee regelrechte oppervlakken, die eene beschrijvende lijn 
gemeen hebben , zullen in H algemeen in twee punten dezer 
beschrijvende lijn dezelfde raakvlakken hebben en vallen hunne 
raakvlakken voor drie punten der gemeenschappelijke be- 
schrijvende lijn samen f dan zullen zij samenvallen voor alle 
punten dezer lijn. Men vraagt het bewijs» 

Opgelost door G. Schouten en D. B. Wisselink. 
Oplossing van G. Schouten. 

Zij de vergelijking van de beschryvende lyn van het eene 
oppervlak : s = * («) -H ♦ («) , 

»=!ƒ(•) + ?(•), 

en van die van hel tweede oppervlak: 
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»,=«./, (0) + F, (0); 
opdat deze beschrijvende lyneo voor de waarden * en der 
parameters samenvallen , moet : 

<p(*) = <p t (fi), , 
+ («) = *, 0),/ 

/(*) = /, (/3), f O 

F(«) = F,(/3). I 
Het raakvlak aan hel eerste oppervlak in hel punt {*, y, s,), 
heeft tot vergelijking: 

d% , ds 

waarin *, «, r de loopende coördinaten voorstellen. 

Dal aan het tweede oppervlak in het punt (*, , y,, *,,) 

door: , _ S| — Ji (* _ * t ) + p ( u — y t ). 

dx L dy t 

Zijn de coördinaten (s, y, *,) gelijk aan de coördinaten 
(*,, y,, *,,), m.a. w. : beschouwt men een punt van de ge- 
meenschappelijke beschrijvende l\jn , dan kunnen de raak- 
vlakken niel samenvallen, tenzij: 

dz d % , 

dz^d^ ?•••••••• W 

Nu wordt — gevonden, door de vergelijking der beschrij- 
vende lyn ten opzichte van x te differentieéren, waarbij y 
constant blijft; dit geeft: 

.=£♦(.)+.♦»(.)£ +♦•(.)*. 

ds </g i/a 

= E /(.)+./(.) s + F»(.) £ . 

hieruit -j- geëlimineerd, geelt: 
dz 1 



>(g)+ 8 fw+n/ (,) 

Door * in y, ^ in ƒ en 4> in F te veranderen, vindt men : 
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di 



' w+ s<p' («)+*'(«) ' 

Voor bel tweede oppervlak vinden we nu: 

dz± 1 

«fc,_ 1 

De voorwaarden (2) worden dus, met het oog op (1): 
« <p> («) + V («) _ « <p', (p) + »', (g) 
«n^+F'W-s/'.OJ + F'.O)' • • • W 
welke vergelijking ten opzichte van % van den tweeden graad 
is. In 'l algemeen zullen dus de oppervlakken in twee ver- 
schillende punten van de gemeenschappelijke beschrijvende 
lyn samenvallende raakvlakken hebben. 



$'(*) ♦'(«) 
Is ^7-r=5rH» m.a. w.: is het eerste regelvlak ontwik- 
f («) F' («) ° 

.... (4) 



kelbaar, dan wordt (3): 

rw""«/ , itf)+F , ,o) 

alzoo van den eersten graad, zoodat er dan slechts één ge- 
meenschappelijk raakvlak kan wezen. 

Zyn eindelijk beide regelvlakken ontwikkelbaar , dan 
wordt (4): 

rwTiW W 

onafhankelijk van *. 

Heeft dus de betrekking (5) plaats, dan vallen de raak- 
vlakken voor alle punten der gemeenschappelijke beschryvende 
lijn samen; heeft ze niet plaats, dan hebben de regelvlakken 
ook geen gemeenschappelijk raakvlak. 

Deze laatste uilkomst was gemakkelijk te voorzien, aange- 
zien elk raakvlak aan een ontwikkelbaar oppervlak dit raakt 
volgens een beschryvende lyn. 

Vallen dus de raakvlakken voor eenig punt der gemeen- 
schappelijke beschryvende lyn samen , dan moet dit samen- 
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vallen ook plaats grijpen voor alle punten dier lijn; maken de 
raakvlakken voor eenig punt een hoek met elka&r, dan moeten 
ze voor ieder ander punt van de gemeenschappelijke beschrij- 
vende lijn denzelfden hoek met elkaar vormen. 

Twee regelvlakken dus, die een gemeenschappelijke beschrij- 
vende lijn hebben, kunnen een raakvlak gemeen hebben: 
l e . slechts in twee punten, als ze beide onontwikkelbaar zijn; 
2 e . slechts in één punt, als een hunner ontwikkelbaar is; 
3 e . óf in geen punt, óf in alle punten der beschrijvende lijn, 
als ze beide ontwikkelbaar zijn. 

CX11L Voorstel. 
Door D. B. WissBLiisK. 

Twee regelrechte oppervlakken , die een zelfde ric/Uvlak en 
eene beschrijvende lijn gemeen hebben , sullen voor één punt 
dier lijn een zelfde raakvlak hebben, en vallen hunne raak- 
vlakken samen voor twee punten dier beschrijvende lijn, dan 
vallen zij samen voor alle punten dier lijn. Vratje het bewijs. 

Opgelost door G. Schouten en D. B. VYisselink. 
Oplossing van G. Schouten. 

Nemen wij het *y-vlak tol richtvlak, en zij heieene opper- 
vlak: y = *(?(*) H- 4/(z) (I) 

en het andere: 

»i = *A(»i) + *t(*i) (2) 

Opdat de beschrijvende lijnen voor * = y samenvallen, moet 
<P{ Y ) = <P { ( 7 )\ 



en *(y)=+ | (y)( < 8 > 

z'ljn. 

Het raakvlak in het punt (s, y, «) van (I) wordt voorge- 
steld door: v — * = j(' — *) + ;j-(* — y) , 
dat in het punt (* t , y lt z { ) van (2) door : 

— t=^c— «)+^(— ».)■ 

Laat men de punten samenvallen, beschouwt men dus een 
punt van de gemeenschappelijke beschryvende lijn, dan wordt 
er vereischt tol hel samenvallen v.in de raakvlakken in dal punt: 
d* dz { d* dz % \ 

*=*, eD ^=^-j (4) 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. Ro. 112—114. 193 

Door (1) ten opzichte van # en y te differentieren, daarby 
resp. y en * als constant beschouwende, vindt men: 

waaruit volgt i -. = ▼* / 



dx #0'(*) + *'(*) 

d%_ 1 

Ivenzoo volgt uit (2) op dezelfde wyze 
**i •*'i(0+*'t(*) 

De voorwaarde (4) voor het samenvallen der raakvlakken 
wordt dus met het oog op (3): 

^(y)+*Vy) = ^'(y) + *'(y) (*) 

waaruit volgt; « = -*MzJjfe> 

Voor slechts Mn punt dus zullen de raakvlakken samen- 
vallen. 

Bestaat er een tweede punt, waarin de raakvlakken samen- 
vallen, dan volgt uit (5) dat noodzakelijk 

$'i(y) = *'(y) en +' ft (y) = ffr) 
moet zyn, zoodal alsdan de vergelijking (6) identiek is, en er 
derhalve voor alle s, bijgevolg voor alle punten der gemeen- 
schappelijk beschrijvende lijn, een gemeenschappelijk raakvlak 
bestaat. 

GXIV. Voorstel. 
Door D. B. Wisselink. 
Bij een ontwikkelbaar oppervlak is het rakend vlak in 
eenig punt eener beschrijvende lijn rakend voor alle punten 
dierulfde beschrijvende lijn. Vrage liet bewijs. 
Opgelost door G. Schouten en D. B. Wisselink. 

Oplossing van G. Schouten. 
Definieert men de ontwikkelbare oppervlakken als de om- 
hullende oppervlakken van een plat vlak, waarvan de wet van 

13 
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beweging slechts tan één parameter afhangt, dan volgt de 
stelling onmiddelijk uit die definitie. 

Immers het omhullend vlak de meetkundige plaats zyode 
van de opvolgende doorsneden by eiken stand van het bewe- 
gende vlak met den oneindig dichtbij gelegenen, zoo bestaat 
«en ontwikkelbaar oppervlak uit een reeks rechte lijnen» die 
ieder voor zich de punten voorstellen, waarin het raakvlak 
het oppervlak raakt 

Definieert men echter de ontwikkelbare oppervlakken als 
de meetkundige plaats van de raaklijnen aan een kromme, 
dan kan men op de volgende wyze aantoonen, dat een raak- 
vlak het oppervlak volgens een dezer raaklijnen moet raken. 

Stellen we de kromme voor door: 

y =*(«), 
waarin « een willekeurige parameter is. 
Dan is de raaklyn aan het punt <*A{ a ) en $(*) 

.-$(«) = 4>'(«)(*--«)l 

y-*(«) = *»(s-«)J I 1 ' 

Door « en de functies en ♦ te elimineeren, zoude de 
vergelijking vaa het oppervlak ontstaan* 

De vergelijking van het raakvlak in hel punt # f y, « van 
dit oppervlak is: 

• -* = £(«-#)+;^(«--y); .... (2) 

berekenen we — en ^- t door (1) ten opzichte van * te dif- 
ferentieren. Men vindt, de eerste van (1) nemende: 

J-rwJ = *'C)(i-5)+^W(— •)* 
-+'W5 = *'w(i~) + *'(«)(*—)ê 

ix 
en door -7- te elimineeren: 
dx 

Evenzoo geeft de tweede van (I): 

dg * K ' <J>» ' 
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We zien dus, dat de coëfficiënten -r- en -£• van het raak- 

dy dg 

vlak (2) slechts afhangen van a, alxoo voor alle punten der 

raaklijn in een bijzondere stand dezelfde zyn # waaruit onmid- 

delyk volgt, dat ook het raakvlak voor die punten hetzelfde 

is, wat te bewijzen was. 

CXV. VOOBSTBL. 

Door J. M. Hetbrock. 

Men vraagt het zwaartepunt te bepalen van hét gesleten 
gedeelte der strophoïde. (De stropholde is afgebeeld in fig. 11 
op de tweede plaat van dit deeU) 

Opgelost door J. M. Heijbrock, L. va» Zakten Jzn.; 
A. Ebcen en H. Japikse. 

Oplossing van J. M. Hetbrock. 

Wy hebben in de oplossing van voorstel XXIV van dit deel 
de vergelijking der strophoïde, wanneer de oorsprong der coör- 
dinaten in N zij gesteld (zie fig. 11), bevonden te zijn: 

De as der coördinaten is een as van symmetrie en het 
zwaartepunt moet op dien as liggen. Noemen wy dat punt 
Z t dan is t 

fsdy 

beide integralen genomen tusschen de grenzen y = r en 
y = 0. Nu heeft men : 

ƒ^Jy=ƒy»^(^|]rfy, of stellende £=* = .» 

/ » «»«fa _ 1 < 1 J » «fa 

(i+ ««y ~" 6 (i+ **y» + 6,/ (i + .»)*' 

/ ' «*«fa __ §*+*« 1 / * «fa 
(1 + *«)*"■" (1 + a»)» 5/ (1 + «*)*' 

/ ' «fa 1 » 1.5» 1.3.5 « 1.3.5 
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Deze waarden substituerende, vindt men: 



en integrerende tusschen de grenzen r en O voor y, waarmede 
overeenkomen de grenzen voor * 9 * = O en * = 1 , verkrijgt 

men, jf&^V {^-1} = ^{3,-8}. 

Wüder» is /^=/y^=ij)fr 
of wederom stellende 

r+y •/ •/ (1-i-» 1 ) 3 

(i+«»)» — (^s»)' /o+»*f* 

(1 4- «*)» "" (1 + »•)• 3«/ (1 + *»)»' 

/' <fe _ * 3* 3 

(1 + e *f — 4(1 +»»)» + 8(1 -t-««) + 8 *™ "'^ 
Substituerende deze waardea , vinden «ij : 

en nemende deze integraal tusschen de grenzen 1 en 0, vindt 
men: / %dy = -r % {4 — *} 

en derhalve : 



iVZ: 



/rfy ?*{*-*) 



CXVI. Voorstel. 
Door J. M. Hetbrock. 
Men vraagt den inhoud te bepalen van het lichaam dat onl- 
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staat , wanneer men het gesloten gedeeUe der strophoide om 
den oorsprong der hoeken laat om/wentelen. 

Opgelost door A. Eecbzi, J. M. Heubhock, L. van Zanten Jz*. 
en H. Japiksb. * 

Oplossing van A. Eecen. 

Volgens den regel van Güldik is de inhoud van het bedoelde 
lichaam gelyk aan het product van den inhoud der vlakke 
figuur, welke omwentelt en vaö den omtrek des cirkels door 
het zwaartepunt dezer figuur beschreven. Nu is de straal van 
dezen cirkel = NZ en dus volgens het vorig voorstel 
1 )3sr — 8l 

De inhoud dier vlakke figuur is 

derhalve de inhoud van het bedoelde lichaam : 
I=2*a/Z.J*sdy = lf*(3*-8) = lxlA2i8x*t* 

= 0.4749 X*r* 
= 1.4919 Xr*. 

CXV1I. Voorstel. 
Door D. B. Wisseluik. 

In het vlak van den driehoek ABC een punt O zoodanig 
te bepalen, dat OAO + DBO+DCOee» minimum tij. 

Opgelost door D. B. Wissel wk, A. Rutgbrs , A. Ebcbn 
en H. Japikse. 

Oplossing van D. B. Wjsselink. 

Noemen wtf AO, x en Z-BAO, 9 dan is Z.CAO=A — <fc 
OBO=*M-c f — 2c» Cos<P,ü COsr^+4*— 2&rftw(A— $), 
derhalve moet O AO + O BO -4- oCO=3s»+ b* + & — 
Tbs Cos (A — 0) — 2cs Cos <p een minimum gemaakt worden. 
De uitdrukking voor D AO + D BO + CO is eene functie van 
de onderling onafhankelijk veranderleken f en 0, d. i. 
F (x, Q), dan hebben wij, differentiërende deze functie ten 
opzichte van * en ten opzichte van 0% 

^=z6s — 2b Cos(H — <P) — 2c CosQ, 
ds 

dF 

— r =s — 2bs Sin (A — $) + 2es Sin <p. 
d r 
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Stellende beide deze differentiaal- verhoudingen = O, dan 
verkrijgen wij, daar van maximum geene sprake zyn kan, 
voor de voorwaarden Tan bestaan van een minimom: 
Zx—bCos(k—<p)—cCosQ=zOencSin$--bSin(k—<p)ziO, 

Verheffen wy beide deze vergelijkingen tot de tweede macht, 
dan verkrijgen wy optellende: 
9**ss»+<* + 2bc {Coê<pCos{k — <t>) — Sin<pSin(IL — <l>)} 

ss *• 4- c 9 -h 2*e C09 A, 
waaruit volgt m = AO = | V (6* + c» + 2bc Co$ A) en even- 
zoo, wanneer men voor BO en Z_ ABO, y en (p% voor CO en 
Z.ACO, • en <p' stelt» deze als onafhankelyk veranderlijken 
aanmerkt, de differentiaal-verhoudingen 

<JF dB <JF <*F 

zoekt en op gelijke wyze als hierboven voortwerkt, vindt men: 
BO = *y(a*+c*+2acCoêB) en CO = J^(a»+*M-2<iM7öiC). 
Nu heeft men voor de voorwaarde van het bestaan van het 
minimum gevonden ten opzichte van AO en L&AO: 
eSin0 — bSm(k — 0). 
Volgens de figuur heeft men: 

AB : BD = Sin ADB : Sin BAO , 
AC : CD = Sin ADC : Sin CAO, 
d. i. c:BD = SinküB-.SinQ, 

4:CD = 3ï«ADC:&»(A — 0), 
Men heeft imcSin4=bSin(k— <P) en &nADB=&'nADC, 
derhalve : BD = CD. 

Ten opzichte van BO en Z_CBO, heeft men: 

a^nf'=:<;Aii(B-^ 
Volgens de figuur 1 

BC: CE ss Sin BEC : Sin EBC, 
AB : AE = Sin AEB : Sin ABE, 
d. i. o : CE = A'ftBEC : £m $' , 

c : AE = 5in AEB : «« (B — $0» 
derhalve : AE = CE . . . . 

Het punt O is derhalve het onderling snijpunt der lijnen 

welke uit de hoekpunten tot de middelpunten der overstaande 

zijden van den driehoek getrokken worden, of het zwaartepunt 

van den driehoek. 

Constructie door A. Rutgeus aangegeven. Men verlenge 
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de zijde AB lot in G, zoodat AG = AB, en trekke CG, dan 
is qC£ =b*+ c % + 2bcCo*\ t trekke nu uit C tot het 
midden der overstaande zyde AB des drieboeks ABC eene 
lyn CF, en daarop door A eene lyn evenwydig aan CG, dan 
zal deze de lijn CF in bet punt O snijden. Dezelfde bewer- 
king herhalende, wanneer men BC verlengt tot in H en AH 
trekt, daarna BB tot het midden van de zyde AC, dan zal 
deze de lijn CF in O snijden. Eindelyk voor de derde zyde 
herhalende, vindt men dat het punt O hel onderling snypunt 
is der lynen AD* BE, CF. Hel bewijs is gemakkelyk. 

CXVIIL ÏOOR8TBl,(') 

Door J. W. Tbsch. 
Neemt men in den driehoek ABC op de tijden of hare ver- 
lengden AB,= AB, AC fl =AC, BQ = BC, BA, ss BA f 
CA* = CA, CB C = CB, construeert men vervolgens de paralle- 
hgrmnmen AB,A'C«, BT^B'A, en CA C'B,, dm mijden de dia- 
gonalen AA 1 , BB' en CC' elkander in één punt O. 
Opgelost door i. W. Tbsch, H. Japiksb en A. Ebcbr. 

Oplossing van J. W. Tbsch. 
(Zie fig. 35.) Daar ABC.G c/>ABAC, vinden wy: 
BC-:BA = BG:BC = C,G:AC, 

a(p — b) nr i(o — *) 

waaruit volgt : BG = — ' en C.G = -* '. 

c c 

ah & 3 

Hieruit weder: CG = — en A'G = o— 6+ — . 
c e 

Haar A ADC <z> A A'DG ; 

bygevolg : AC : A'G = CD : DG , 

of ACH-A'G:CG = AC;CD, 

£±f!:^=:A:CD, 
e c 

CD = ; 



A» + c» 
ob* ao* 

en dus BD = a— — — r= ,. . f . 

b* + c* A* -f- e* 

. „„ *«* .« <** 

Nu is ook CE= t - « , AF = 
o' H- è* 

bc* 




(•) Zonder bcwys medegedeeld in Schlöxtlch's Zeiisehrift für PhytUc 
%nd Matheviatik, lGter Jahrg. 
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Daar nu BDxCEx AF = BFx AExCD is, snijden de 
lijnen elkander in één punt 

Aarm. Indien men de loodlynen uit O op de zyden BC, 
AC, AB nedergelaten m 9 y, s noemt, dan lal 
#:y:* = a:A:c. 

Immers de loodlynen uit B', dus ook die uil 9 op de zyden 
BC en AB nedergelaten» zijn omgekeerd evenredig mei de 
zijden BA* en BCj of: # : s := a : c. 

Evenzoo vindt men : *\y — aib. 

CIIX. V O O B I T B L (f) 
Door C J. MaTTHES. 

Drie gegeven rechte lijnen BC 9 CA 9 AB worden gemeden 
door twee andere rechte Ujnen respectievelijk in de punten A fl9 
Aj ; B, f B s ; C l9 C s . Te bewijzen, dat men eene kegelsnede 
kan beschrijven, die de ses rechte lijnen AA t , AA,, BB lt BB f9 
CC, en CC, aanraakt. 
Opgelost door C. J. Hattsbs. 

Oplossing van C J. Katthes. 
(Zie fig. 36.) Als men het doorsnydingspunt der beide 
rechte lynen O tot weêrkeerigheids-middenpunt aanneemt , 
worden de polen dier lijnen punten op oneindige afstand. 
Zij nu A'B'C' de weêrkeerige driehoek van ABC; trek dan 
door A',fi',C' twee stelsels van evenwydige lijnen respectie- 
velijk loodrecht ondersteld op de lijnen uit O, dan zijn van 
A u ^t» B<f B»> c it C a de poollynen: 

A'A' 19 A'A'„ B^',, B'B' a , C'C' 19 C'C' a . 
Bygevolg zijn A' lf A' l9 > B' |f B' 2 ; C' 19 C', de polen van 
AA|, AA,; BB t> BB^; CC 19 CC,. Voorts ziet men gemak- 
kelijk in: 

ATJ'X B'C' = B'C^ X B'A' f = B'C' a X B'A' a . 
B'C' X CA 1 = C'A' 4 X C'B', = CA 1 , X C'B' a , 
C'A'X A*B'= W t X A'C^ = ATJ', X A'C' a , 
waaruit volgt: 

C'ik\/W i9 A' f B' a //A',B' t en B^/W. 
Wijders heeft men, behalve LP'a = Z.P'* nog de verge- 
lijkingen : 
VJLxV JVj = P'tC^ X P' a C'i = P'*C* X P' t C' a = P',M X P' a A'* 

(t) Dit en het volgend Voorstel ijjn ontleend ten Fsbries Memoere 
Meetkunde, Voorbeelden 42 en 48. 
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derhalve : P^L : P'jM = P' 9 A' t : P 'Jl\ , 

das ook : LM // A' a B' t // A^B', , 

zoodat A' 9 C' a en B'^C',, C' % k\ en C\t\ 9 A^B', en B' 4 A' f 
elkander ontmoeten in punten op één rechte lijn gelegen- 
Door die zes ponten zal bijgevolg eene kegelsnede kunnen 
worden beschreven, waaruit wederom voortvloeit» dat binnen 
de zeszijde door de poollenen gevormd , eene kegelsnede kan 
worden ingeschreven. 

CXX. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

A , B , C , S zijn vier vaste punten , SD is loodrecht op 
SA getrokken, snijdende BC in D; SE loodrecht op SB, 
snijdende GA in E; SF loodrecht op SC, snijdende AB in F- 
Bewijs , dolt D, E, F op eette se//tfe recAte /#» tyfftii. 

Ifewy* verder, dat de vier kegclsneden, die S tot brandpunt 
hebben en de drie tijden der onderscheiden driehoeken ABC, 
AEF, BFD, CDE aanraken, gelijke parameters hebben. 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossikg van C. J. Matthes. 

Als men zich den lot den driehoek ABC wederkeerigen 
A'B'C' ten opzichte van het punt S voorstelt, dan bevindt 
men dat de poollljnen der bedoelde ontmoetingspunten de 
boogie loodlynen zijn van den wederkeerigen driehoek, die 
elkaftr in één punt O' ontmoeten, waardoor de opgave is 
opgelost wat het eerste gedeelte betreft. Wat bet tweede 
aangaat merke men op, dat de om A A'B'C', AB'O'C', 
AC'O'A', AA'O'B' beschreven cirkels gelijken straal hebben, 
daar de hoeken B'O'C', C'O'Aj A'O'B' achtervolgens de sup- 
plementen zijn Tan A', B', C', waaruil wederom volgt: dat 
de weêrkeerigen van die vier gelijke cirkels kegelsneden 
zijn met het gemeenschappelijk brandpunt S en parameters 

2A* 

2/ = — , die dus gelyk zijn, terwyl zij zijn ingeschreven 

f 
in de driehoeken ABC, AEF, BFD, CDE. 

CXXI. Voorstel. 
Door L. Janse Bz. 
Men vraagt den driehoek te construeren, wanneer gegeven 
zijn de deellijnen , die de supplementen zijner hoeken midden- 
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doerdeelen, en die onderling een nieuwen driehoek vormen. 

Opgelost door L. Jarse Bz., J. C. Egir, A. Eeceh, C Lelt 
en J. Kiel. 

Oplossuig van L. Jansb Be. 

Beschrijf met de gegevene deellynen eenen driehoek A|B t G^ 
trek uit zijne hoekpunten loodlijoen AA lt BB f en CC i op 
de overstaande zyden, vereenig de voetpunten dier loodlynen, 
dan zal de daardoor ontstane driehoek ABC de begeerde zyn, 
lerwyl bovendien de loodlynen de hoeken diens driehoeks 
middendoordeelen* 

Bewijs. 

(Zie fig. 37.) Dewyl de hoeken A en B t B en C en C 
en A» door de loodlynen met de overstaande zyden [gevormd, 
recht zyn, zoo liggen de ponten A, O, B, C 4 j B 9 O, C, Ajj 
alsmede de punten C, O, A, B t , in drie cirkels» die elkander 
in het punt O , in het snypunt der deellynen of der lood- 
lynen, zullen snyden. 

Stel Z^OBjAts:*, £0^ = 13, LOkfi t = y. 

De hoeken aan den omtrek OB,C en OAC staan op den- 
zelfden boog 0G 9 en daarom Z_OAC = « en om dezelfden 
reden £OBA = p en £OCB = y. 

Verder zyn de driehoeken OB t G en OBC 4 ; OA 4 C en OAC f , 
alsmede de driehoeken OBA fl en OBjA rechthoekig en gelyk- 
hoekig; daarom uit het eerste paar /.BC { = «, uit het 
tweede L Qkfi = en uit hel derde L OB 4 A = y. 

Eindelijk staan de hoeken aan den omtrek OCjB en OAB 
op denzelfden boog OB, en dus ook Z_OAB = «; evenzoo 
de hoeken OA 4 C en OBC op den boog OC, benevens de hoe- 
ken OB f A en OCAop den boog OA, waaruit volgt L OBC =0 
en Z-OCA = y; de hoeken des driehoeks ABC worden dus 
blijkbaar door de loodlynen middendoorgedeeld. 

En daar de gegevene zijden des driehoeks AjB^ loodrecht 
op de genoemde deellijnen staan v zoo deelen deze de mp* 
pkmenlshoeken des driehoeks ABC middendoor. 
Oplossing van J. C. Eger. 

Onderstellen wy dal ABC de gevraagde en AjB^ de gegeven 
driehoek is ; duiden wij dan de halve supplemenlshoeken aan 
de punten A, B en C respectievelijk door «, en y aan, dan 
vinden wij de volgende betrekkingen. Vooreerst is 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. R°. 121. 203 

A + 2c = 2R 
C + 2 r = 2R 



opl. A+B + C + 2»+2P + 2y=eR 
en daar A ■+■ B + C = 2R is , 

•% > É I I I . II t II ■ 'I 

zoo is ook « -*- + y = 2R. 

Daaruit volgt L^i — y* /LA t = «, £^B ï = p i en 
hierdoor wederom A ACB t , A A 4 CB en A ABC 4 alle gelijk- 
vormig met A AjBjC,. Die gelijkvormigheid geeft de volgende 
verhoudingen : 
A t GBA t == CiA^Bi A t 9 BC i :AC 1 = Bfi^kfit en AB^CsA^-J^C,, of 
A 1 CxB 1 A 1 =C 1 A 1 xBA 1 , BC 1 xA 1 C 1 z=AC 1 xB 1 C i en ABjXB^rrB^xA^. 

Bovendien is 
Afi + B t C= A fl B f , AiB + BC ft = AiC, en AB f -f- AC, = B ft Gt ; 
stellen wij de bekende lynen k l B l = f> B i C i = d en AjCjS*, 
dan is B t C=:/— A f C, BCi = « — A,B en kB i = d—kC i ; 
door substitutie dezer waarden in bovenstaande vergelijkingen, 
veranderen zij in : 

A t Cx£=A ft Bx«, BCiXezzkCtXd en (d— AC t )d=(/— kfitf, 
otf. A 1 C=*.A 1 B(l),e*--e.A ft B=ct.AC 1 (2)en iP-^AC^/*— /.A,C, 
of door substitutie van A t C en AC, uit de beide eerste ver- 
gelijkingen in de derde: 

<J» _ e* 4 e. AjB = ƒ» — e.A f B f 

waaruit A-B = 7; . 

2e 

Brengt men deze waarde van A t B in (1) over, dan verkrijgt 

men: . r e % +f*—d % 
A,C = - , 

en doot overbrenging in (2):AC 1 = -£-— — — . 

2/d 

Dit deze formules is duidelijk dat de punten A, B en C de 
voetpunten der loodlynen zijn , die in drieh. kfifii uit de 
overstaande hoekpunten op de zijden worden nedergelalen. 
Trekt men dus de loodlynen uit Aj, B i en C f op de over- 
staande zyden en verbindt men de voetpunten dier loodlynen 
tot een driehoek, dan ontstaat daardoor de gevraagde drie- 
hoek ABC. 
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Om de zyden van den drieh. ABC te berekenen, merkemen 
op, dat door de gelijkvormige driehoeken A,BC en A 1 B 1 C 1 de 
evenredigheid ontstaat kfi : CB = A t Cj ; B t G { y 

en wegens drieh. ACB, co kfifi % BjC : AC = B ft C f : A ft G f , 

waaruit AjCxB^sBCxAC; 
op dezelfde wyze vindt men ook AB t x AC f = AB x AC 

en BCjXAtBzzABXBC, 
of door de boven gevonden waarden voor A d C, B 4 C, AB f enz. 

X ' = ACXBG 



2f " 2f 



ABXAC 



2<* " 2d 

g-^X ^ =ABxBC 5 

de wortel uit het gedurig product dezer drie vergelijkingen 



odef 
en deze vergelijking, door ieder der drie laatste gedeeld, geeft: 

AB ^— Xf, aC_ ^ x«. 

BC = 2ef ** 

CXXIU VoORSTBL. 

Door W. VAR HlARST. 

Op eene van de zijden eens ongelijkzijdigen bolvormigen drie* 
hoeks is een geljjkbeenige bolvormige driehoek beschreven, die 
denselfden inhoud heeft als de eerstgenoemde. Men vraagt de 
opstaande zijden des laatslen in de zijden des eersten uit te 
drukken. 

Opgelost door J. C. Egbr en C J. Hatthes. 
Oplossing van J. C. Eger. 

In de Stereometrie wordt de volgende stelling bewezen: 
Bolvormige driehoeken , waarvan de sommen der hoeken gelijk 
zijn i hebben gelijke oppervlakten; daar die stelling nergens 
eenige beperking heeft, is ook het omgekeerde waar, n.I.: 
Van driehoeken, wier inhouden gelyk zijn, zijn de sommen 
der hoeken gelijk ; derhalve is ook het spherisch exces in 
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beide even groot. Stellen wij dat a, b en e de zyden van 
den gegeven driehoek zyn, van den gelykbeenigen driehoek 
de basis = c en de beenen = s, en duiden wy het spheriscb 
exces door E aan, dan is volgens bekende formule 

* 2 Cos\a Co*\b Coê\o 

Evenzoo is voor den gevraagden driehoek 

"* — 2Co»icC<*»i# — Cot4«(Cof#+l) ; 
waaruit 

2 Cot ia Cbf i& Cob \c ~ Cos ±c(Coê x + 1) 

Of (Ciw* ia + Cw* ii+Ca^ic— l)(Ca##+l) 

= 2 <7m ia Cm *5 Gw* ie + 2 Om ia O» \b Cos \a ; 
hieruit Co§» oplossende, vindt men: 

1 —(Cos* ja + Co8 % \h + Cw > ic)-H2Co>jflgo>ièCot > |c 
(Ccwja — G»iA)*4-Gw f ic— 1 
_ 2 Co» \a Cos $b Sin* ie 



' (tfo# ia — Co# ity* — &"** ie* 
CXXI1I. Voorstil. 
Door W. var Haarst. 
Fe» bolvormige driehoek ü gegeven: men verlangt op een 
gegeven boog een rechtfwekigen bohormigen driehoek te vinden 
van gelijken inhoud» 
Opgelost doer J, C Egeb en W. var Haarst. 

Oplossing van J. C. Eger. 
Laat de zyden van den gegeven driehoek aangeduid worden 
door a, b en o ; de gegeven boog van den gevraagden driehoek 
door d (die wij onderstellen rechthoekszyde te zyn), de tweede 
rechthoekszyde daarvan door * en de schuine zyde door y, 
dan is, zie Voorstel CXXII: 
1°. van den gegeven driehoek : 

Coê*la + Co9*tb + Co9*lc—l 
* 2Coê\aCo$\bCo$\o 

en 2°. van den gevraagden 

CotiE 2Co*\dCoe\*Cos\y ' • <■> 
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Daar beide driehoeken gelyken inhoud hebben, is £ in 

beide even groot, dus E eene bekende grootheid. 

Verder is in den gevraagden driehoek 

Cosy=zCo*dCosz (2) 

en het is dus uit de vergelijkingen (1) en (2), dat de waarden 

voor * en y moeten opgespoord worden* 

Daar Cosx — 2Cos* lx — 1 is , verandert (2) in 

2Cos* iy — 1 = Cosd(2Cos* ** — 1) 

of Cos* ft = Cos d Cos* l* — \Cosd + \, . . . (3) 

en deze vorm , in (1) overgebracht, geeft: 

Cos* \d+ Cos* Ix+CosdCo** \* — \ Coêd — \ _ 

2 Cos \d Cos \*V(Co*dCos* \x — ICosd + l) — ^ * £ > 

Cos*lx( l + Cosd) + C os*ld — l(Cosd+l) ^ 

1^ ,*. , / Cosd{2Cos* ix-l) + l\- €o8iE > 
2 Cos ld Cos lx |/T - • '- J 

Of daar 1 4- Cos a = 2 Cos 1 Ja, 
Cos 1 jx Cos* jd 

•> ,_,,. , fCosdCosx+\\~ Cü8i E ' 
Cos ld Cos lx ui — — 1 

Cos lx Cos \d „ , „ 

of jr- J7 ~: -=CoslE, 

fCosdCosx+l\ " 



/CosdCosx+l\ 

K — 2 — ) 



en door kwadrateering 

2 Cos* lx Cos* ld = Gw» *» + Cos* IÈ Cosd(2Cos* **— 1), 

waaruit : 

_ fo^Jgg-^rf) _ Cos* IE Sin* ld 
Cos lx _ 2 ^ t ^ rf _ ft ^ 1 ^ g^— Co8% id __ c<>9% iB Co$ d 

of door Cos d te veranderen in 2 Cos* £<f — 1 
CjiMj - «»'W 

.. . Cos E Cos* ld „ m 
en stelt men hierin — = <7<w f q> , 

dan is Cos*\x= o . » ■ of ttwi* = . V* . 

Wanneer men dezen laatsten vorm in (3) substitueert, ver- 
krijgt men : Cos ly = Sin Jrf i/( 1 + ** j. 
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CXXIV, V o o b s T E L. 
Door W. vak Haarst. 
Den inhoud te bepalen van een bolvormigen driehoek, wiens 
hoekpunten door hunne coördinaten gegeven rijn, en op een 
bol liggen, welks middelpunt als oorsprong is aangenomen. 
Opgelost door W. va» Haarst* 

Oplossing van W« van IIaarst. 
Daar de oorsprong O der coördinaten in hel middelpunt 
van den bol ligt, kunnen wy voor de vergelijking des bols 
* 9 + y* + s* = r a nemen en stellen wij dan dat aa i a t , hb % b % 
en cc { c ± de coördinaten van de gegevene punten A, B en C 
i'yn, dan moeten zij, om op het oppervlak van den bol te 
liggen, aan de drie vergelijkingen 

voldoen. Laten wij nu door den oorsprong drie vlakken gaan, 
zoodat twee van de drie punten in elk vlak liggen ,. dan 
wordt de vergelijking van het vlak, waarin O, A en B liggen: 

*(<*!*« — tJi) + y ( a * b ~ ab *) + z ( a *i — a i b ) = , 
die van het vlak, waarin O, B en C gelegen zijn: 

9 {bfy — Vi) + V (V — be %) +s[hc i — ijc) = O 
en die van het vlak, dat door O, A en C gaat: 

*(a i c 9 — a 1 fi l )+y{atf--ac 1 ) + 3(ac i ~a i c)z=:0 . (a) 
Nemen wy nu aan dat drie vlakken, wier vergelijkingen 
ms+ny+pz=0, *t f s +»# -hf> K z = en m^+n^f+p^z = 
elkander snyden, dan zal men, zoo als bekend is, voor de 
hoeken, onder welke zy elkander twee aan twee snijden, hebben: 

«Wlg-j- nn *+pp% 



Co$p = ± 



mm i ^nn i +pp i 



Stelt men nu, dat de drie laatste vergelykingen identiek zyn 
met de vergelykingen (a), dan zal men slechts de waarden 
van m» n, p 9 m i% » lt p i en «4, 14, p t behoeven te substitueren, 
om die van Co$ A , Co$ B en Cos C , dal is de hoeken van 
den bolvormigen driehoek, te vinden. Deze alzoo bekend 
zynde, vindt men den inhoud door de formule : 
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en QQ t -rM»=(a» + V+V)S'=:r»S» 

•n dan is <7o.(A + B + C) = MM « M ' " r ^+^ +Vl ^ t . 

Voorts is dan 

Cc»(A+B+C-180°)=-C^ 

en derhalve /=•£ B («W=^^i+Jö5!zJ5L!- 

180o l QQ f Q t 

of wel den boog in doelen van den straal uitdrukkende 

Daarin is nu 

S ss c(fl|& a — «A) + c 4 (a a 6 — ui,) -+. c a (ooj — a 4 4) , 

M ss mm i + §m i +ppi= (« t 0j — a^) (& t c, — i^) 

+ (fljft — ab % ) (6 t c — oc a ) + (ao 4 — a 4 o) (^ — fac) , 

B f = w^ + n^ -t- p^ =s (^c, — ft^) (ojOji — OjiCj) 

+ (4 a o — Aoj) («jC — ao t ) + (te f — . b é c) (ac 4 — a 4 o) f 
M, = rnm^ + nu, + ppz ss: (*A — a^) (« A — fl 2 c 4 ) 

+ (*t& — °*«) ( V ~ flC ») + ( a *i — fl i*) ( oc i — «i<0 # 
Q = mi+tfi+fsziGfa— ojtf + fab — ab^+{ab^ a { b)*, 

Qt = V + »i* + Pi* = {6iCi~b# l )*^b#-bctf+(bo r -b i c)* 
en 

Q§ = ™* + *a* +/>**= («i^t— fljCj^+CajC— ö^^+fac!— a t c) s . 

Aanmerkingen. In het bijzondere geval, dat o = 0, a f =0, 

i f = 0, o = en oj = c a is , waardoor o 2 ss r en c f ss £ 

wordt, vinden wy: 

S == bc i r= o*r, M s= i*V> M 4 ss i^r, M* = 0, 

Q = Q a = 4V en Q, = o* (2fc* -H A a ) = i« (6 a « + r«) 

2b*r 
en daardoor wordt / = t*B f Co» = — r. 

welke vergelijking voor o 2 ==:0 naar behooren overgaat in 
l = r A B( k Coê=0) = irhr 9 dat is een achtste deel van het op- 
pervlak van den bol. 
Stellen wy daarentegen 

a = 0, öjs=0, o, = en c 8 =s:0, 
waardoor Ogssr wordt, dan is 
S = (oq -Mr, M = f M 1 s=0, M, = (4 t d + fo)f», 
Qss(4* + V)'' ='S Q, ss (bc t -*,<,)« 
en Q f =(c> + c 1 1 )f« = f\ 

u 
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EF = KC Sec 9, EG = ED Sec *. 
Nu is gegeven : 

1 1 _ 1 1 

EA + EB ~~ EC : Cos S^EDi Cos ö* 
1 1 _ 1 l 
dUS: ÉA + EB"^^' 



BG 




EAxEF ~EAxEF~ EGxEB - EGxEB* 



.. . ê AF EG v EB i /f , 

waaruit volgt, _x p x_ = l (l) 

Ware het nu mogelijk , dat de loodlijn PE op CD nederge- 
laten, CA in P en BD in P' sneed, dan zou men hebben: 
&ACFc/>AAEP f aCEFodaDEG, AEP'BcoADBG 

en AF:CF=AE:EP, EG:EF=DG:CF, EB:EP' = GB:DG 
AF_CF EG_DG EB_EP' 

AE — EP 1 EF — CF* GB~DG" 

waaruit volgt, uit aanmerking van (1) : 
CF DG EP|_, 
EP CF X DG 
en EP' = EP. 

CXXVI. Voorstel. 

Door W. VAN ÏÏAARST. 

Men vraaqt meetkundig te bewijzen f het vraagstuk voor- 
komende in Briot et Boüqüet, Geometrie Analytique: wan* 
neer men de figuur geconstrueerd heeft, dienende tot het 
bewijs der stelling omtrent het vierkant beschreven op de 
schuinsche zijde van een rechthoekigen driehoek, zullen de twee 
lijnen , welke de uiteinden der schuinsche zijde vereenigen met 
de overstaande hoekpunten der vierkanten beschreven op de 
overstaande zijden van den driehoek, elkander snijden in de 
loodlijn, uit het hoekpunt van den rechten hoek des driehoeks 
op de schuinsche zijde nedergelaten. 

Opgelost door A. Eecen, W. van Haarst, M. C. Paraira, 
J. C. Egbr en G. Lelt. 

Oplossing van k. Eecen. 

(Zie fig, 39). Trekt men door het snijpunt P der lijnen 
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CG en BH, de lyn AD, dan moet bewezen worden, dat AD 
loodrecht op BC slaat. 

Volgens eene bekende stelling uit de theorie der transfersa- 
lon heeft men: 

AFxCDxBE = CFXBDxAE (1) 

üit de figuur volgt direkt: 

BE:AE = BG:AC = AB:AC 
en AF:CF = AB:CH = AB:AC, 

dus: BE*AF:AExCF = AB>:AC* (2) 

Deze vergeiyking in verband gebracht met vergelijking (l), 
geeft: 

AB»:AC*=rBD:CD, 
waaruit AB 1 + AC» : 3D + CD = AB* : BD = AC» : CD, 
Of BC * : BC = AB • : B D = AC ■ : C D , 

dus AB» = BCxBD en AC* = BCxCD f 

waaruit dus onmiddelijk blykt, dat de lyn AD een loodlyn is, 
getrokken uit het hoekpunt van den rechten hoek tot de 
hypothenusa van den rechthoekige n driehoek, 

CXXVIL VOORSTBL. 

Door J. W. Tesch. 

Van alle driehoekige pyramiden met gegeven grondvlak en 
hoogte die te bepalen, wier oppervlak ccn minimum is. 

Opgelost door J. W. Tesch, M. C. Paraira, G. Schouten 
en A. Eecbïi. 

Oplossing van J. W. Tesch. 

Zy de inhoud van het gegeven grondvlak =p' en de 
gegeven hoogte = A. 

Laat uit V (zie fig. 40) loodlynen neder op de zijden van 
AABC, dan zyn TDV, TEV, TFV de standhoeken, die wy 
sullen voorstellen door *.$,♦. 

Nu is TV = TF5in+ en TV = FVian$* 

of FTsz^-r, FV = AGrf+. 

Bygevolg A ABT = **X]s^ «n A ABV= i ck Cot *. 

Oppervl. pyramide = ^^ + ^+_^) . . (1) 

Inh. A kBC=z p* = ih(aCott + b CotQ + c Cot *) . (2) 
Het komt er nu op aan, de uitdrukking 
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tot een minimam te maken, 
üit (A) volgt 

df aCoët cCo$4t <fy df bCosQ cCo$+ d$ n 

5~ Sin*t~ Sih~Ü>'dd l 2$""~ SÏ^~lSW*d<p : 

Deze beide uitdrukkingen moeten = z\jn , en men beeft 

derhalve: 

aCo$9 oCoêty dit bCos<P oCoêty <ty 

"" lSW~SÏn*4,'di /WQ~SÏn T 4,'dQ 

..... aCoêt <ty bCosQ d^ 
en na herleidmg _._=._..-. ...... (B) 

Haar uit (2) volgt 



■* — •* =0 en _-J*-4*- = 



of 



Sin* 6 Sin**~~ Sin*Q Sin* * 

<ty a&'fi 1 * <ty bSin*} 



dt~ cSin*Q' d0~" tflh'f* 
Deze uitdrukkingen worden nu gesubstitueerd in (B) en 
men beeft: 

ab Cos 9 Sin* » _ o&got^&ii*» 

waaruit volgt: Co* 9 = £<»$, 

Evenzoo blykt dat * = 9 = 0; de zijvlakken moeten dus 
gelgke hoeken maken met bet grondvlak. 

Dat deze waarden de uitdrukking voor bet oppervlak tol 
een minimum maken, is duidelijk. Immers ware 9>0>4r, 
dan zou do uitdrukking 

a b o a b ° *• 

Daar nu FV = *(7of*, DV = ACol9, ?sV — hCot0 ia 9 
zoo is bet oppervlak een minimum, wanneer $ = = *, 
d. i. wanneer de loodlijn uit den top der pyramide op haar 
grondvlak nedergelaten dit snydt in het middelpunt des cirkels, 
welke in hel grondvlak kan ingeschreven worden. 

Opmerking van G. Schouten. Op dezelfde wijze blijkt, dat 
voor een n-hoekige pyramide het oppervlak een minimum zyn 
zal, ingeval de loodlijn uit den top op het grondvlak neder- 
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gelaten, dit treft in een punt, dat op gelijken afstand van elk 
der zyden des grondvlaks ligt. 

Ingeval dus dit grondvlak niet is een veelhoek, waarin een 
cirkel kan beschreven worden , kan er ook geen plaats voor 
den top aangewezen worden, waarvoor het oppervlak een 
minimum is, dat wil zoggen, waarvoor dit oppervlak grooter 
wordt, naar welke richting ook de top verplaatst wordt in een 
vlak, liggende op een afstand h van hel grondvlak. 
CXXVIIJ. Voorstel. 
Door J. M. Hetbroce, 

Als men uit de uiteinden van een der assen eener ellips 
lijnen trekt tot een willekeurig genomen jpnt aan den omtrek 
der ellips , dan ontslaat daardoor een vlakke driehoek; men 
vraagt, twee der hoeken van dien driehoek uit te drukken in 
functie van den derden» 

Opgelost door J. M. Hbijbrock en C. Lelt. 
Oplossing van J. H. Heijbrock. 

Zy de vergelijking der ellips: -r+Ti = * 



Of" 



o» 5» 



dan kan men deze vergelyking beschouwen te zyn ontstaan 
door de eliminatie van uit de vergelijkingen: 

Mm} - :-JMl 

16 h 

datis: y=-.-jr — h en y = — p.-s + i, 
pa a 

deze vergelijkingen behooren by lynen gaande door de uil- 
einden der kleine as en elkander snydendo in den omtrek 
der gegevene ellips. Stelt men nu de bovengenoemde hoeken 
p 9 q en t, en de hoeken die de laatst vermelde lijnen met 
het positieve deel der s-as maken en $', dan is: 

tang<p=i — . - ; tayfs-.-, 
o p a 

waaruit men vindt: tangpzz — CotgQ =T.-r 

P *> 

a 

tang q = Cofg Q' = |3 , r 

o 
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derhalve : tang p X tang q = — 

o 1 

en tang q = — Catang p 

tongt^-tongfr + ,) = -. »**>' + "'»" . 
* * l— tang p tang q 

dit geeft na herleiding: 

^ e 1 tang p e* Sin2p 

Wisselt men de lellers a en £ om» dan verkrygt men de 
oplossing van het vraagstuk, toegepast op de grooie as. 
CXX1X. Voorstel, 
Door D. B. Wisselink. 
Onder alle koorden pan eene telfde lengte , die in eene 
vlakke kromme kunnen getrokken worden, diegene te bepalen $ 
welke het grootste of het kleintte segment afsnijdt. 
Opgelost door D. B. Wisselink en G. Schouten. 

Analytische Oplossing van D. B. Wisselink. 
(Zie fig. 41.) Zy A,(#,y); B,(u 9 v), das y = F(*),t> = F(tO f 
AG = y, BH = *, AK JL BH en laten de raaklynen in A en B 
met de X-as hoeken maken en p u de koorde BA een hoek 
y, laat de eerste raaklijn met de koorde een hoek * en de 
tweede een hoek *, maken» dan is 

Inh. AGHBF = J YdX = Jvdu —Jydx, 

doch m is een functie van s, dus 

Inh. A6DBF = f* j dx - fyds 

en Inh. segm. ABF = / v £d*—J y*— i(y +«0( u — *)• 

De afgeleide dezer functie moet nul zyn, dus: 

du * , * f du dv du\ 

Ra vereenvoudiging; 
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Nog bestaai tusschen s, y, w en e de belrekking : 
(#-.»)»+(y -«>)»=/>» 
en hieruit: 

»' E {<—«>+<»—>£) =(—.) + (»— )*• 

(fit 

Tasseben de laatste verg. en (1) -j- geëlimineerd geeft: 
(*-») + (y-*)^ (*-y)-(«-*)|j 



of 



of 



of 



ff — U (Iff 



t y — p dtp « — y <fo 

ff — u'dtt ii — s du 

ï + frrfrp _ fry — tgfi 

1+tgytgPt tgy — tgp t 

igp — igy _ tg& t —tgy 



1+tgptgr l+tyfttyy 
of /?0-y)=-^Oi— y) 

of tg* — tg(y — p t )=ztg9 x 

d. w« z.: De hoeken die de raaklijnen, in de snypunten der koorde 
mei de kromme, met de koorde maken, moeten gelgk 2\jn. 
Meetkundige Oplossing van 6. Schouten. 

Zij AB een der standen van de koorde (fig. 42). Als do 
grootte van het segment, door die koorde bepaald, een maxi- 
mum- of minimum- waarde zal hebben, moet de differentiaal 
nul zijn. Geven we daartoe aan AB een oneindig kleine ver- 
plaatsing, zoodat ze in den stand A'B' komt, die met AB een 
oneindig kleinen hoek van de eerste orde maakt f dan is met 
verwaarloozing der grootheden van hoogere orden 

AA'CtoA'ASsrBB'CtoB'BS' ..... (1) 
omdat AB = A'B' is. 

Omdat de differentiaal van het segment nul moet zyn, moet 
ook Sector SAA' = Sector SBB' 

zijn; maar Sector SAA' =r *SA X SA' X Sin ASA' 
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en Aclor SBB 1 = iSBx SB' x«*BSB', 
altyd met verwaarloozing der grootheden van tweede en hoo- 
gere orde, zoodat 

SAxSA' = SBxSB' (2) 

■aar de inhouden dierzelfde sectoren kunnen we ook op 
de volgende wyze voorstellen: 

Sector SAA' = *SA X AA ' X Sin A'AS 
Sector SBB' = |SB X BB 1 X Sin SBB', 
zoodat ook 

SAXA'AX&'»A'AS = SBXBB'X&'*SBB' . . (3) 
De leden van (3) door de overeenkomstige van (1) gedeeld, 

geeft: SA tg A'AS =SB tg B'BS' (4) 

En de leden van (4) door de overeenkomstige van (2) ge- 
deeld, geeft na eenige herleiding: 

SB'tg A'AS = SA' tg B'BS' (6) 

Omdat SA + 8B = SA' + SB' , 

vindt men door middel van (4) en (5): 
SA (1 + tg A'AS. Cot B'BS) =r 8B'(1 + tg A'AS. Col B'BS), 
of SA = SB' 
difó ook SB = SA'. 
De driehoeken SAA' en SBB' ztfn dus gelijk en gelijkvormig, 
waaruit voortvloeit : L A'AS = L BB'S. 

Gaat men nu tot de grens over, dan ziet men, dat beide 
hoeken overgaan in de hoeken, die de koorde maakt met de 
raaklijnen aan de kromme in de uiteinden der koorde; zoodat 
als voorwaarde van maximum of minimum geldt, dat de 
raaklijnen aan de kftmme in de uiteinden der koorde met 
deze een gelijkbeetigen driehoek moeten vormen, welks basis 
de koorde is. 

CXXX. Voobstbl. 
Door 1). J. Korteweg. 
Op de uiteinden van twee toegevoegde middellijnen eener 
ellips werden normalen opgericht; welke is de meetkundige 
plaats der onderlinge snijpunten dier normalen? 
Opgelost door M. C. Paraira en D. J. Korteweg. 
Oplossing van M. C. Paraira. 

** y' 
Laat de vergelijking der ellips zijn -r 4-~= 1, zoo moet, 

indien y = mx en y = m'x de vergelijkingen van twee toe* 
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b* 
gevoegde middellonen zyn, tnm' = 1 z\jn. Stelt men dus 

h hm 

voor de eene dier lijnen y =— *, zoo is de andere y = s. 

atti # 

De vergelijkingen van de loodlynen op de uileinden van 

deze middellonen opgericht, zullen dan zijn: 

amx , a % m % +b l _ a , b % m % + a» t 

waaruil nu * moet geëlimineerd worden. Men vindt daartoe 

achlervolgens: 

a^+4 1 . b*m* + a* 

* ^ j/m 1 4-1 * j/m* -h 1 

a% , ft , , . t a*ro* + 2«*A»in« +6* 
b*y* + 2abmxy + a*m % * % = r — - — - — , 

IN "i - * 

*'»i V ■+■ 2a6m*y -t- a 1 ** = . - ^ 

9 * in* -4- 1 

en door aftrekking dezer vergelijkingen: 

(a* — A'Um' — 1) 

fcV (l - m*) + a«*« («* - !) = £ ^J^j ü 

wt *j» i 

of iV-tV^^^ ^ -^1, 

o 1 ó 1 

dus is de meetk. plaats een met de ellips concentrische byperbel. 
CXXXI. Voorstel. 
Door D. J. Kobtewbg. 
Gegeven syn eene ellips en eene rechte l\jn in haar vlak. 
Uit punten dier rechte lijn worden raaklijnen aan de ellips 
gelrokken , welke met de contact-koorden driehoeken insluiten. 
Welke is de meetkundige plaats der zwaartepunten van die 
driehoeken f 
Opgelost door D. J. Korteweg en A. Eegbn. 

Oplossing van D. J. Korteweg. 
Als ordinaten-as kiezen wy de middellijn der ellips, die 
evenwijdig loopt met de gegeven rechte; als abscissen-as de 
toegevoegde middelen. 
Voor de vergelijking der ellips mogen wij dan e tellen: 
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voor die der gegeven rechlo: 

wy voeren verder in de coördinaten p, q van een wille- 
keurig punt der rechte f X , Y van het b'ijbehoorende zwaarte- 
punt, x { , y 4 van het midden der bybelioorende contactkoorde. 
Daar het tweede punt echter gelegen is op één derde van 
den afstand tusschen het derde en eerste, zijn ons dadelijk 
de beide volgende betrekkingen bekend: 

3X = 2* 1 +p (1) 

3T = 2y 1+ ^ (2) 

Het punt #i , y x moet gelegen zijn op de contactkoorde 
van het punt p, q en op de rechte, die dit punt met het 
middelpunt der ellips vereenigt Daaruit volgen de beide be- 
trekkingen: ^ + ^ =1 O 

^ = ^ (4) 

P 9 

Het behulp van (1) en (2) elimieeeren wy *, en y t . 
Daardoor vindt men: 

£ (2^ + i2ï F i) =2i „ 

>i=, = >l=X B 

P f 

Uit(6)biykt: ï=X" 

DU gesubstitueerd in (5), geeft aanleiding tot de gevraagde 
vergelijking : 

X»p(3X-p) p(3Y»X-pY») 

£ï + ii -« 

(X* Y*\ 
^+jr)(«-rt = «' 

Y» X»[(2o» +p») — 3pXj 
** ~ o»p(3X— p) 

2a» +P» - 

Y ~«» X ' X- 3 ' P 
Onder dezen vorm kan men de vergelijking gemakkeiyk 
bediscussieeren. 
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De oorsprong voldoet, maar als geïsoleerd punt; want indien 
X een weinig grooter of een weinig kleiner dan nul genomen 
wordt, verkrijgt T een onbestaanbare waarde. 

Overigens zyn de abscissen van alle bestaanbare punten 
begrepen tusschen de grenzen: 

2a» + p» 

De lijn X=|p is asymptoot. Wordt X iets kleiner dan 

2a» -t-p 1 2a* -4-p' 

— r— — genomen, dus geluk aan: — j— ^; waarin 

zeer klein is; dan is: 

b % 1 
Y* -px^.——-* . X» 

♦• 2 « t +P t _|p_0 



dus: lim — = oo. 



Sp 

f ~ 

2a'+p» 



De lijn : X = 

Sp 

raakt de kromme in haar snijpunt met de abscissen-as. 

De kromme is verder symetriek ten opzichte der abscissen-as. 

Door verdere discussie met behulp van differentiaal-rekening 

du 2a* +0* 

vindt men dat -^ tusschen de grenzen Jp en — « r 

voortdurend negatief blijft, zoodat de kromme van af X = |p 

2a 1 +p* 
tot X = — _ voortdurend de abcissen-as nadert. Zü 

3p 

kan verder slechts één buigpunt boven, en één onder die as 
verloonen; want indien men beproeft in de kromme meerdere 
buigpunten aan te brengen, zal men dadelijk bespeuren dat 
zij dan door een rechte in meer dan drie punten zou gesne- 
den worden, bijv. door een lijn gaande door het tweede buig* 
punt, rakende aan het hoogere gedeelte der kromme. Dit nu 
is onmogelijk, daar de kromme van den derden graad is. 

Ieder zal zich nu den loop der kromme voorschetsen kunnen. 
CXXXIL VooastBL. 
Door D. J. Korteweg. 

Een hoek van gegeven grootte kan draaien om %ijn hoek* 
punt, gesteld in het middelpunt eener hyperbol. Welke i$ de 
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meetkundige plaats van de voetpunten der loodUjnen , uit dat 
hoekpunt nedergelaten op de lijn, welke de punten vereenigt, 
waar de hyperbel door de beenen van den gegeven hoek ge- 
sneden wordt? 

Opgelost door D. J. Korte weg. 

Oplossing van D. J. Korteweg. 

De asymptoten der hyperbel worden als coördinaten-assen 
gekozen, die dus in den regel scheefboekig z\jn en een hoek 
8 insluiten. Voor de vergelijking der hyperbel stellen wij: 

#* = *'$ 

voor die van de beide beenen van den hoek, geplaatst in een 
willekenrigen stand: 

• y = *i* O) 

en y = iw a * (2) 

Wanneer dan * voorstelt den gegeven hoek, dan is voort* 

durend: H . = ■ - -LA - - + ^ - - , (3 , 

Voor de snijpunten van de lynen (1) en (2) met de hyper- 
bel vindt men de coördinaten: 

~% *V*»k en -= , tj/m,; 

daarom is de vergelijking der vereenigiogslijn van beide snij- 
punten : 

_ k 

k k ~ kiSm\ — kl/m % % 

of »|/iw 1 iw a + y — k (ym[ + \7m$ = 0. ... (4) 

De richtingscofiffleient dezer lyn is: 

en wanneer M d de richlingscoëfficient voorstelt van de loodlijn 
op deze l\jn neergelaten , dan is : 

1 + HM 4 + (M + M,)^ 8 = 0, 
_ l + HCos6 _ 1 — . i/m^ Coê 8 
0f M * — H + Cos 8 ~~ """ — l^m^-h Cos a' 
en de vergelijking van zulk een loodlyn, neergelaten uit den 
oorsprong, wo rdt: _ 

y{ — y m%m% +Cos J) + *(l — Cos^ym^m 9 ) = 0. (5) 
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Nu moei nog slechts uit (3), (4) en (6) m t en m s geëlimi- 
neerd worden. Hen houdt dan over een belrekking tusschen 
9 en y , tusschen de coördinaten van het snijpunt van (4) 
en (5), dat de meetkundige plaats beschrijft. 

Uit (5) volgt: 

x + y Cosè 

ym,m % — : ——— r (6) 

y -f- 9 vos * *«i 

Wy substitueren deze waarde van ym^ in (4) en vin- 

den dan : — — _ «» +y» +2«y ft*8 

ym i + l /m % - h{sCo ,Q + y) (7) 

Met behulp van (6) en (7) elimineeren w\j f»! en m^ uit 
den noemer der breuk in (3), en lossen dan op uit (3): 

tg a ( 1 + m i m st -f- {{/fn^i/m^ l Coa& — 2y'm i m i Co8^) 
Wl _ W4 _ _ 

_ tga{k % Sin % ^s i +y % +2xyCoê))^(x i ^y^2syCo$i) t Co^} 

~ k*(xCosQ + y)*Sint 

Deze vergelijking deelende door (7), vindt men: 
,;— .^=r — fr«(*'^" a 9 + (*»+y'+2*y CojVjCosV) 

V*n< - |/m, H9Co*t + y)SinT '< 9) 

en nu geeft de identieke vergelijking: 

(1/1*4 + l/m^ ~ (l/«7— Vm*f = 4 |/«i»i 2 ; 
met behulp van (6) , (7) en (9) aanleiding tot de vergelijking 
der gevraagde meetkundige plaats, namelyk tot: 
(* s +y*+2*yCo*9)*(5m 9 0— CW%**)— 2k*Sin*tCos6tg*[9*+y*+2xyCo89) 

— k*Sin*Ug*a 

A* (* Co* 6 + y) J Sm 1 6 
_ 4(g + yCtofl ) 

sCoaQ + y ' ° " 
(» 9 +y ï +2dry« , w9) s (^»«— ty*«)— 2* 2 £itt0ty%<*S^+2jyCW) 
— fc*5m l 6^ t S/9*« = 4AV^ ï e(*«(;o*8+y 1 (7o*ö+*y(l4-C F o««fl)). 
Discussie dezer vergelijking zou te ver voeren. Stelt men 
* = 0, dan verkrijgt men de meetkundige plaats van de 
voetpunten der loodlijnen uit het middelpunt eener hyperbel 
op de raaklijnen neergelaten. 

CXXXIJI. V O O B 8 T E L, 

Door L. vak Zakten Jzn. 
Een homogene plaat die den vorm heeft van een gelyhbee- 
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nigen driehoek, rust in een verticaal vlak mei tijne gelijke 
%ijden op twee punten. Vrage naar den evenwichtstoestand. 

Opgelost door L. van Zanten Jzn. en G. Schouten* 
Oplossing van L. van Zanten Jzn. 

Gegeven de afetand der punlen P en Q (zie fig. 43) = o, 
de hoek dien PQ maakt met een waterpas vlak *, de hoogte 
van aABC = A, zyn tophoek = 20 s Gevraagd de hoek 0, 
dien de basis BC met een hor. vlak maakt. (RS horizontaal). 
De weerstanden in de punten P en Q zijn normaal gericht 
op de tijden AB en AC en hunne richtingen moeten elkaar 
snyden in de verticaal die uit 't zwaartepunt Z wordt neer- 
gelaten. Zij E dit snijpunt, dan liggen de punten P, Q, Een 
A op een cirkel, waarvan AE de middellijn is, derh. 

AE =^- w 

LPEA = Z_PQA (2) 

enz. 
Nu is Z_ZDF = ÖO°-0, Z_Q3F = Ü0° — (* + 0), 

LPRF=90° — (Ö — p). 
LPQA = Z.QSF + * =90o-(«+p — a) 
L PEF = 180» — PRF = 90° + — 0) 
aftrekken L PBA (zie (2)) = 90° - (8 + p - *) 

L AEF ar 29 — «. 

Verder is AZ Sin AZF = AE Sin AEF 

Sin(2ï — u) 2hSin2& 
WMrU,t! Sint as — g— 

Liggen P en Q in een horizontaal vlak, dan is « = 0, 
Sin2i __ t 2hSin2fi 

das -sst* 10 "' 8 *— kt-' 

gevende de waarden: 

&n9 = of d = en fi»8= * *'* 2<3 . 

3a 

Is bovendien de driehoek rechthoekig, dan is 20 = 90°, 



0=0 of =bg(cos=zj\ 
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Het laatste resultaat kan ook rechtstreeks op de volgende 
wyze gevonden worden, (zie fig. 44), 

Z.FZK = Z.PAZ = ÜZAQ = Ü.ZIE = 46°, dus PI = PA 
en EI = EK ; A EFZ en aPEQ (zijden loodrecht op elkaar) 
dus PE:EQ = EF:FZ, maar FZ = FK, EQ = PI 
PE — EQ:EF— FZ = PE:EF = EQ:FZ 

EJ s ËK , daar deze gelijk zyn , is 
ook PE = EP en EQ = FZ f dus EZ = FQ = EA = a. 
Laten wy nu in den gelykb. AAEZ de loodl. EG op de 
basis neer , dan is ZG = i AZ = f* , derh. daar 

EZCW9 = ZG is, aCos6=z$hol Gwfl = ~. 

CXXXIV. Voorstel. (*) 
Daar C. J. Matthes. 

Twee kegelsneden rijn beschreven met een gemeenschappelijk 
brandpunt en de bijbehoarende richtlijnen gegeven* Te bewijzen, 
dat, bijaldien de som harer omgekeerde parameters standvastig 
is $ hare gemeenschappelijke raaklijnen eene kegelsnede tullen 
aanraken. 

Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Als men uit het gegeven brandpunt S loodlijnen laat vallen 
op de gegeven richtlijnen, dan bevatten die loodlynen de mid- 
delpunten van weérkeerige cirkels met opzicht tot het punt 
8, die tevens de polen zyn der richtlenen. Voor eene bepaalde 
constante van weérkeerigheid zijn die twee middelpunten be- 
paald. Met verschillende stralen van cirkels zullen de corres- 
pondeerende kegelsneden verschillen. Nu moet de som der 
omgekeerde parameters van twee zulke kegelsneden standvastig 
zyn, bijgevolg de som der stralen van de wederkeerige cirkels. 
Hieruit vloeit verder voort: dat de doorsnydingspunten van 
elk paar cirkels gelegen zijn aan den omtrek eener ellips, waar- 
van de twee middelpunten van al de cirkels de brandpunten 
zijn, en wier groote as aan de standvastige som der stralen 
R + r = R , -*-r / = enz. gelyk is. Die ellips heeft tot weér- 
keerige wederom eene kegelsnede, waaraan de poollynen van 
de punten der eerstgemelde ellips raaklijnen zijn. 

(*) Dit voorstel en de twee volgenden zyn ontleend aan Fkbrebs 
Nieuwer* Meithtndi, voorbeelden 44, 45 en 46. 
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CXXXV. Voorstel. 
Boor €. J. Matthes. 
Eene kegelsnede is beschreven, welke drie gegeven rechte 
lijnen BC, CA, AB aanraakt , zóó dat de twee raaklijnen, uit 
een gegeven punt O daaraan getrokken , loodrecht op elkander 
staan. Bewijs , dat zij altijd zekere andere vaste rechte lijn 
zal aanraken en dal , als die rechte lijn BC, CA, AB respecti* 
velfjk in D, E, F snijdt, elk van de hoeken AOD, BOE, COF 
een rechte hoek is» 

Bewijs tevens , dat de poollijn van O, met opzicht tot die 
kegelsnede, altijd eene kegelsnede zal aanraken, waarvan O 
een brandpunt is. 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
De wederkeerige van zulk eene kegelsnede ten opzichte van 
het punt O op haren richtcirke! is, zie Ferrers, bl. 110, 
$ 122, eene gelijkzijdige hyperbei, gaande steeds door de 
drie polen der raaklijnen BC, CA, AB, maar dan is ook volgens 
§ 123 het hoogte middelpunt O' van de drie punten A', 
B', C' aan den omtrek dier hyperbel gelegen, en deszelfs 
poollijn mede raaklyn aan de gegeven kegelsnede. Aangezien 
nu A', B', C', D, E, F achtervolgens de polen zijn van B'C\ 
CA', A'B\ A'O'D', B'O'E', C'O'F', zoo ziet men gereedelyk 
in dat de hoeken AOD, BOE, COF recht moeten zijn. Van 
de poollijn van O ten aanzien van de gegeven kegelsnede snydt 
deze eene koorde af die in O een rechten hoek onderspant; zij 
is dus raaklijn tot eene kegelsnede die O tot brandpunt heeft 
volgens Voorstel C. 

CXXXVI. Voorstel. 
Door C J. Matthes. 
OA, OB zijn de gemeenschappelijke raaklijnen aan twee 
kegelsneden, die een zelfde brandpunt S hebben; CA, CB zijn 
raaklijnen aan één van hare doorsn^dingspunten ; BD, AE 
raaklijnen die CA, CB respectivelijk in D, E ontmoeten. Te 
bewijzen, dat S, D, E op ééne zelfde rechte lijn liggen. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
(Zie fig. 45.) De weêrkeerige krommen van beide kegelsneden 
met opzicht tot het haar gemeenschappelijk brandpunt S zijn cir- 

15 
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kels, die elkaar snijden, zoodat de sny punten o'a' en o'A'de 
polen zijn der gemeenschappelijke raakly nen OA en OB. Het punt 
G y een van de twee dat de kegelsneden gemeen hebben, heeft tot 
poollyn eene der raaklijnen c', gemeen aan de twee cirkels; 
de beide raakpunten, cV en c'b', zyu de polen van CA en 
CB. Als men nu die raakpunten ieder met een verschillend 
uiteinde der gemeenschappelijke koorde verbindt, c'a' mei o'a', 
c'b' met o'b' door lijnen a' en V f dan snyden die lijnen de 
cirkels nog in de punten aV en b'd' 9 de polen der raaklijnen 
AE en BD. Het verbinden eindelijk van die punten met het 
raakpunt van denzelfden cirkel c'b' en c'a' geeft de lynen 
e' en d', de pool lij oen van £ en D. Zullen nu deze punten 
met S op eene rechte lijn liggen, dan moeten de poollijnen een 
punt gemeen hebben. Daarvoor mag men hel indedaad houden 
(aangezien de poollyn van S op oneindigen afstand zich bevindt) 
zoodra men kan bewijzen, dat d' en e' evenwijdig loopen, en 
dal valt gemakkelijk in het oog. Immers heeft men, zie de 
figuur, Z-«'«' = Lb'o' = La'd' , dat is, inwendig verwisse- 
lende hoeken gelyk, waaruit hel gestelde blijkt. 
CXXXVII. Voorstel. 
Door J. W. Tesch. 

Een driehoek te construeren , wanneer gegeven zijn de lood- 
lyn op de basis, de loodlijn op eene der opslaande zijden en 
de lijn die uit den top tot het midden der basis •'« getrokken. 

Opgelost door J. W. Tesch, A. Eecen, J. Kiel en J. G. Eger. 
Oplossing van J. W. Tesch. 

(Zie fig. 46.) Beschryf den rechthoekigen driehoek ADE, 
waarin AD is de gegeven loodlyn op de basis en AE de lijn 
die de basis middendoordeelt. Beschrijf uil E met EA tot straal 
een halven cirkel. Zet van uit F daarin eene koorde uit FG = E, 
de tweede gegeven hoogte. Vereenig G met A en neem EB=EC, 
dan zal AABC de gevraagde zyn. 

De reden hiervan is duiddyk. Immers daar EB=IC, en 
EA = EF, zal ABFG een parallelogram zyn, en dus de loodlyn 
uit C op A3 neergelaten gelijk aan FG zijn. Het overige 
behoeft geen betoog. 

CXXXVIII. V O B S T E L. 

Door L. Jansb Bz. 
Van een scheefhoekigen driehoek zijn gegeven de basis, een 
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der hoeken aan de basis en de deellijn, welke den tophoek 
nUddendeordeelt ; men vraagt dien driehoek te berekenen én te 
wnstrueeren. 
Opgelost door L. Jansb Bz. 

Oplossing van L. Janse Bz. 
Zij van A ABC gegeven BC = o, L ABC = en AD = / 
en slel den balven tophoek = * en 

BC: AD = a:/ = A. 
In de driehoeken ABC en ACD heeft men 
\AC:BC = StnP:Sin2x en AC = a Sinfi: Sin 2* 
AC : AD = Sin ADC : Sin ACD 

= Sin(*+P):Sin(2*+py, LG=lSinf *+£)-. 5i «(2*4-0) 
derhalve AiK»0£m(2a+.0) = £tn2*]Sm(* + 0) . . (A) 
waaruit volgt: 

Sin 6 * — (2* Sin 0) AV a + {A* &Vt 2 — /Sm* — 1 } Sin* « 

+ (A Sin*0 + 2A 5in0) 5m*a 

+ (k*Sin*P — k*Sin* + ** 5tn* -- &»* 0) &** « 

~ kSin* Sin* + t k* Sin* p=:0 (A') 

Uit welke formule, wanneer de verhouding A en de hoek 
gegeven zijn, de Sinus van *, dus hoek * en daarmede en 
met de gegevens de geheele driehoek kan berekend worden. 
Om den hoek a door constructie uit (A) te bepalen» stelle 
men A' = A Sinfi en neme N. log. der beide leden (modul=m) 
m Log k' -f- m Log Sin (2« + 0) 
= mLog Sin2* + mLog Sin(* + P): . . . (B) 
Wij moeten dos twee krommen beschreven 9 die tot verge- 
lijkingen hebben: 

y = mLogh' +mLog Sin(2* + 0) 
en y = m £o^ jStn 2* + m Log Sin (a -4- 0). 
Zy O de oorsprong der coördinaten: men neme 
OX = m x fcr = 0.4343 X 1.5708 =s 0.6822 : 
deze moge beslaan op de teekening 341.1 mm. en de een- 
heid is derhalve 341.1 : 0.6822 = 600 mm. 

De afstand OX zij in 90 gelijke deelen verdeeld, bevattende 
de bogen * van 0° tot 90°. De hoogte der teekening zy in 
100 gel'u'ke deelen verdeeld en stelle de eenheid voor. 

Do zwarte kromme lijnen stellen het 1» lid der vergelijking 
(B) voor, voor 0= 10°, 20°. .. . 170° en de roode kromme 
lynen het tweede lid voor dezelfde waarden van 0: de sny- 

15» 
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punten der overeenkomstige krommen geven de waarden van 
* aan voor elke der waarden van 0. De krommen snijden 
elkander in twee punten en geven dus twee waarden van ai 
de eene geldt wanneer de boek, de andere wanneer de sup- 
plements-hoek middendoor is gedeeld, de overige vier wortels 
der vergelyking (k $ ) zijn onbestaanbaar. Een gedeelte der 
teekening wordt in fig. 47 voorgesteld. 

In de teekening is *=1 genomen, voor andeto waarden 
van k worden de zwarte kromme lijnen hooger of lager ver- 
plaatst. 

CXXXIX. Voorstel. 
Door J. J. Teding var Berkhout. 

Men vraagt eene formule te vinden voor de som van de 
breukeny aUen één telfde noemer p hebbende, welke, wat hare 
waarden betreft, iusschen twee geheele getallen m enn kunnen 
ingevoegd worden. 

Opgelost door J. J. Teding van Berkhout. 

Oplossing van J. J. Teding van Berkhout. 

1 2 

Wij stellen n>m. Hen heeft de breuken = m + - , m + - 

P P 

m-f-^— -, welke kunnen worden ingevoegd tusschen 

m en m + 1. Voor de som dier breuken heeft men, daar 
het aantal termen =j>— 1 

(2m4-l)Xi(j>-l), 
voor de som der breuken tusschen «+1 en m -f- 2 

(2m + 3)x!*(p-l), 

voor de som der breuken tusschen m-t-2 en m + 3 

(2m-h6)x*(/> — 1), enz., 
voor de som der breuken tusschen n — 1 en n 

(2n-l)x*(f>-l), 
voor de som van alle de breuken, terwijl het aantal termen 
is w — m 

i[(2m-hl) + (2n~l)]x(fi-m)xi(p-l) 
= (m + n)(n — *w)Xi(f> — 1) 
= 4(P— l)X(n* — «•*). 
Heem tot voorbeeld p = 3 , dan is de som z=zn* — m* t 

p = 6 , dan is de som = 2 (** — m f ). 
Stellende m=0 y n = 10, dan is in het eerste geval de 
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som Tan 

«'/». e»/,. ?«/». ?V». 8V 8 , 8y„ 9y„8y,=sM=iö , -y. 

in hel tweede geval de som van 

öV* ey ö , 6»/ 6 , »/*.... v/m 9V W */.. ö'A 

= 128 = 2 [10* — 6*]. 
CXL. V o o r s T e l. (*) 
Door J, J, Teding van Berkhout, 
/ftdt«n in (te middellijn AB van een ctrftel, («ton het mid- 
delpunt i o/* in hare verlengde een punt C wordt aangenomen, 
en CD E getrokken, welke den cirkel snijde in D en in E, en 
uit D eene loodlijn nedergelaten op AB , welke deze middellijn 
snijde in F, en den cirkel wederom ontmoete tnG, toornen dan 
de punten E en G vereenigt door eene lijn, welke de middel- 
Ujn snijde in E 9 dan is die middellijn in C en in E harmo- 
nisch gedeeld* 

Opgelost door J. C. Eger, J. J. Teding van Berkhout en 
A. Eecen. 

Oplossing van J. C. Eger. 
Bewijs» Trekt men nog de koorden AE, AG, BG en BD, 
dan ligt vooreerst de vierhoek ABGE in een' cirkel (zie fig. 
48) , waardoor L KAB + L BGE = 2R ; 
maar ook L HGB + L BGE = 2R , 

derhalve is /_BAB = £HGB. 

Verder is Z_EAB = £.EDB, omdat zij op denzelfden boog 
staan; en trekt men nu CG, dan is drieh. CDG geiykbeenig, 
terwyl drieh. BGD ook gelijkbeenig is. 
Hierdoor is L CGF = L CDF 
en Z.BGF = £BDF, 

dus LCGB = Z.CDB, derh. ook Z.EAB=/_CGB. 

maar 2LEAB=£HGb| 
dus Z-CGBsr/.HGB. 
In driehoek CGD is nu £.6 middendoor gedeeld door de 
lyn BG; bovendien is Z.AGB recht , waardoor ook de supple- 
mentshoek EGC door GA middendoor gedeeld ; daardoor is de 
basis CH in de punten B en A harmonisch gedeeld, en hier- 
door wederkeerig is AB harmonisch verdeeld in de punten 
G en H. 



(*) Zonder bewijs opgegeven in het werkje vermeld by N°. 92. 
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Opmerking van J. J. Teding tan Berkhout. Men heeft 
aldus eene constructie lot het harmonisch deelen eener gege- 
vene lyn: de gewone is echter korter en gemakkelijker. 

CXLI. Voorstel. 
Door W. van Baarst. 
Den inhoud van een bolvormigen driehoek uit te drukken in 
den sphaerischen straal des omschreven cirkels en twee der 
hoeken, die de naar de hoekpunten getrokkene stralen met 
elkander vormen. 
Opgelost door W. van Baarst. 

Oplossing tan W. van Hiarst. 
Zy van den bolvormigen driehoek ABC , O de pool van den 
omschreven cirkel en dus AO = CO = BO = r, de spherische 
straal. Stellen wij het spherisch exces van den driehoek BOC 
= J, dat van AOG = ^ 1 en dat van AOB = 3 a , voorts de in* 
houden in dezelfde orde genomen I l9 I, en I 8 en dien van 
den geheelen driehoek I, dan is 

I.^xR»*, ï> = è XR,,r ' I » = §0 XR, ' r 
en alzoo 

waarin R de straal van den bol beteekent. Noemen wij nu den 
hoek BOC,*, A0C,j3 en AOB, y = 360°— « — (3, dan is in 
den gelykbeenigen driehoek BOC (zie Lobatto, Trigon. 97,) 

Cot*lr+Cos* 



Colli 



Sint 



in driehoek AOC Cot^^^li 

Sin 

en in driehoek BOC Cort~=i C( * % * + Co * y . 

Stny 

Nu» Cot<i + i i + U= d A—^—J— 

_ CotlCotïiCotït-^Cotl—Coili — Cotli 
~ CotiCoii ± +CotiCot *t + Cot > f Cot *, — 1 
en hie.in de waarden van Cotï, Coti t en Coti % schrijvende, 
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_ Cot t lr + tg t lr+2Co*ecr{Coi* + Co$&+Co*{* + jï) } 
2 Cot r{Sin a + Sin $ — Sin (« + 0)J ' 

of eindelijk, daar Co/ , ir + ^»Jr = 

= 2Co»ccr(4Co< I rH-l) is, 

C<S+ii+! * ) = C °^) == Co.r[Sin* + SinP--Sin(*+(>)y 

CXLIÏ. Voorstel. 

Door W, vah Haarst. 

Jn dezelfde gegevens van het vorig voorstel verlangt men 
den inhoud van het zesvlakkige lichaam uit(edrukken f waarvan 
de koorden de» driehoeks en die $ welke uil de beide polen des 
omschreven cirkels naar de hoekpunten kunnen worden getrok- 
ken, de ribben zijn. 

Opgelost door W* var Haarst. 

Oplossing van W. van Haarst. 

Zij r de spherische straal , r f de werkelijke straal des om- 
schreven cirkels van den bolvormigen driehoek ABC, welks 
zijden a, ft en c en hoek BOC = *, hoek AOG = en hoek 
AOB = y = 360° — * — zijn» Noemen wij voorls den in- 
houd van den vlakken driehoek, die door de koorden gevormd 

. ABxBCxAC 
wordt /, dan is I = -, , 

1 

ofwel, daar AB=^?xBC 

dSmB _„ . 
en ACsr-s— -XBC is, 

_ AwBAnC nni , . . .... BC 

7 = 4^?T XBC ^ ° f emdelljk * r * = 2^A 

Zljnde ' f= 2*a»A xBC (a) 

waarin A, B en C de hoeken des vlakken driehoeks betee- 
kenen. Maar nu is 

Sink^Sinla, SinB=Sinlp 9 SinC=iSiniy=z+Sin\(a+P) 9 
dewijl A en i«, B en 40 en C en \y door denzelfden boog 
des kleinen cirkels gemelen worden. Bovendien is nog 
BC=2R5mJa of daar Sin\a—SinrSin\*\%, BC=2RSinrSin\*. 
Daardoor wordt (a) 

l = 2R* tfm i**n *0 Sin \ (« + (5) Sfci*r . ; . (b) 
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2RSinrSin\« 
"-1SÏ 888 2Sini* = **»' eD » = »**■• 
Noemen w\j nu het middelpunt des cirkels P en dan OV = h 
en O t P = h i9 zoodat A f = 2R — A is, dan wordt 

A=^(BO* — r f *):=:Il(l — Cotr) en * t = R (1 -f- Gw r). 
Voor den inhoud Tan de eene pyramide verkrijgen wij alzoo 
i, =§*ƒ= |R 8 — C°* r) Sin* r Sin \* Sin \fi Sin\{* + V) 
en voor dien van de andere 

/ 4 = SM = f R $ (l + Cosr) SitAr Sinl* Sintf Sin \ (* + fi). 
Eindelijk is derhalve de inhoud van het geheele lichaam 

CXLIIL Voobstbl. 
Door J. W. Tesch. 
De differentiaalvergelijking 

waarin P eene functie is van s, te integreren. 
Opgelost door G. Schouten, J. W. Tesch en A. Eecen. 

Oplossing van G. Schouten. 
In plaats van de opgegeven vergelijking kunnen we schreven: 

waarvan de integraal is -f. -f- Py + (7=0 • (1) 

(MP 

Deze kan op de volgende wijzen geïntegreerd worden : 
1°. Men ziet onmiddelijk, dat er een integreerende factor 
onafhankelijk van y bestaat, daar 

— Z- ' = P en -r = isj 

dy ds 

noemen we % dien factor, dan moet 

** = !*, 
X 
zijn, dus ^ = «ƒ«*. 

De vergelijking (1) met dezen factor vermenigvuldigd, geeft 

e/M»rfy+(fy + Qef**i*=: 0, 
Of OOk JCe/w^+Caf/e/W'jzsO, 

waaruit onmiddellijk volgt 
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ff ef**'+Cfef*''d* + C' = 0, 

welke de gevraagde integraal-vergelijking is. 

2°. Steil men in (1) voor y hel produkt van Iwee nieuwe 
veranderleken u en v\ dan komt er 

-=— + Pu* + (7 = 
dx 

Of OOk: ( U £+ C ) + (S + Pll ) r = ' 

Aan deze vergelijking zal voldaan worden door 
„- + (7 = 

— +Pu=0 
ds 

te stellen, zoodat we twee vergelijkingen verkrijgen ter bepa- 
ling van u en v. 
De laatste van deze geelt 

— = — Pds 
u 

u=zC t 9-fr** t 

zoodat de eerste nu geeft <fo= ef p *ds 

c i 

v=z~/ef*"ds + C3, 

waardoor y = u x v = e - ƒ «* {— C/e / **» Ar + <7'} 
wordt, als 0/7» = C gesteld wordt. 

CXLIV. Voorstel. 
Door A. Rutgers. 
Wordt gevraagd de differentiaalvergelijking 

te integreren. 
Opgelost door A. Rutgers en G. Schouten. 
Oplossing van A. Rutgers. 

Stelt men y-—p, dan wordt —-=p-r, en de differen- 

tiaal-vergelyking gaat over in 
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waaraan voldaan wordt door p=.0 > (2) 

«.,-yg- ''.•+»• (!)" = <». ...(») 

Dit (2) volgt door integratie 

V = C .(4) 

welke vergelijking eene bijzondere oplossing der differentiaal- 
vergelijking voorstelt, daar de waarden van het derde en al 
de hoogere differentiaal-quotiënten uit haar afgeleid, steeds 
voldoen aan de differentiaal-vergelijking zelve. 

Differentieert men (3) ten opzichte van y, dan komt er 

waaraan voldaan wordt door 

dp 

en j | " dy i — (7) 

Uil (6) verkrijgt men door integratie 

%=<= < 8 > 

en hieruit op dezelfde wijze 

p = Cy + C (9) 

Substitueert men de waarde van p en -p uit (9) en (8) 

dy 

in (3), dan vindt men 

Csj/a' + W*; 
zoodat (9) bierdoor overgaat in 

p==^=Cy + |/ï ï TÏ 7 C» .... (10) 

Integreert men deze, dan verkrijgt men tot algemeene in- 
tegraal der differentiaal-vergelijking 

C* + C' = l{Cy + |/«* + b*C*). . . 1 (11) 

dp 
Door oplossing van j- uit (7) en door substitutie der ver- 
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kregen «aarde in (3) wordt nog verkregen 



. dg a 

en ou door integratie 

Of y^zbSin *** 69 (12) 

Daar deze vergelijking, zooals lichtelijk is na te gaan, wel 
aan de differentiaal-vergelijking, maar niet aan (11) voldoet, 
zoo is zij óf eene bijzondere oplossing óf eene afzonderlijke 
oplossing der eerste orde. 

Past men hier toe, wat bij (4) gezegd is, zoo bevindt men, 
dat het derde differentiaal-quotiënt uit (12) afgeleid, niet 
meer voldoet aan de differentiaal-vergelijking of met andere 
woorden, niet meer overeen komt met de waarde die de 

d*y 

laatste, na differentiatie voor-r-j, oplevert. 

Uit (12) leidt men af 

d*y_ €? ^ om+C 

d? — 7* Co °—b-' 

cPy 
terwijl de differentiaal-vergelijking geeft r| = 0. 

De vergelijking (12) is dus eene afzonderlijke oplossing 
van de eerste orde. 

Men kan dit ook op eene andere wijze aantoonen. Elimi- 
neert men y tusschen (11) en (12), dan komt er 

CM + C' — lhcSin^^^i/^+b^C^l . (13) 

Differentieert men nu (12) en elimineert men vervolgens 

y en -p tusschen de verkregene en (11) en (12), zoo wordt 

ds 

Cs + C' = l(aCo*~-£) (14) 

Daar de eliminatie van C of van C' tusschen (13) en (14) 
twee vergelijkingen geeft, waarin *, C, en C' of C voor- 
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komen, zoo zal ook de eliminatie van C 9 tusscben deze ver- 
gelijkingen eene vergelijking moeien opleveren, waarin x 
voorkomt. Hieruit volgt dat elk der constanten C en C 
eene functie van * is, zoodat het niet mogelijk is, de ver- 
gelijking (12) voor eene by zondere, maar van s onafhanke- 
lijke, waarde van C of C' uit (11) ar te leiden. 

De verg. (12) kan dus geene by zondere oplossing zijn; zij 
moet bijgevolg eene afzonderlijke oplossing zijn, en wel van 
de eerste orde, omdat zij eene willekeurige constante bevat. 

Aanm. Neemt men in (3) y tot onafhankelyk en p tot 

afhankelyk veranderlyke aan, dan is deze vergelyking de 

differentiaalvergelijking van eene ellips. 

dp 
Door eliminatie van ~~~ tusscben (7) en (3) verkrijgt men nl. 
dy 



waaruit b l p* = a*b l — a % y % , 

of b*p*+a*y*=za % b % 

en na deeling door a*b* 

Deze vergelijking is de middelpunts-verg. van eene ellips, 
hebbende tot halve assen a en b. Zy is de afzonderlijke 
oplossing van (3), terwijl (10) de algemeene integraal voorstelt. 
CXLV. Voorstel. 

Door D. J. Korteweg. 

Fan een drievlakkigen hoek, wiens ribben allen loodrecht op 
elkander staan, zyn gegeven: 1°. de horizontale prqjectiën van 
twee ribben , 2°. de hoek, dien de derde ribbe met het hori- 
zontale vlak maakt ; men verlangt de projectie te voltooijen. 

Opgelost door C. de Haas Jbz. en D. J. Korteweg. 
. Oplossing van G. de Haas Jbz. 

Laten ajb % en <y/ 2 (zie fig. 49) de hor. projectiën z\jn; 
en P de gegevene hoek. Vooreerst dient opgemerkt te worden 
dat, als twee paar elkaar loodrecht snijdende lijnen geprojecteerd 
worden, van de vier rechte hoeken twee als slomp geprojec- 
teerd worden; namelijk de hoek wiens beeneu het projectie- 
vlak snyden, en de over dezen staande hoek. Hen kan dus 



Digitized by VjOOQ IC 



238 WISEDISTI6I 

aannemen dat van den hoek d^g^ de beenen het hor. vlak 
snijden. Hen kan, daar de vort. proj. niet gegeven is, de 
afstand dezer snijpunten willekeurig aannemen. Zy AB (zie 
fig. 50) die afstand. Nu beschrijft men op AB een halven 
cirkel ADB, en een segment ACB dat den hoek d^gjb^ bevat; 
waarby de boog van het segment tot een halven cirkel wordt 
verlengd; zoodat EF//AB is. 

P is de hoek dien de derde ribbe maakt met het bor. 
vlak. Zijn complement abc is dus de hoek dien het vlak 

van LAgJt>% m^t dit vlak maakt; en de verhouding - van de 

afstanden van den doorgang dezer beide vlakken tot het hoek- 
punt g, en zijne hor. proj. g if wordt gevonden door ac 

loodrecht te trekken op ai; men heeft: - = -r. Zy nu AB 

q ao 

die doorgang. Trekt men hierop loodrecht IK, dan is 

Z.AKB = Ö0° en LH& = LJ>aA\ 

was nu lL:lR = q:p, dan zou £.AKB om AB draaiende, 

een hoek abc moeten doorloopen, om als ALB geprojecteerd 

te worden. Hen moet dus IK = y zoodanig bepalen dat 

LI=2y is. 
P 
Daar nu 1H 1 = KH* — KI 1 = LG* — LM * is, zoo moet y 

opgelost worden uil 

r*-y'==R'-gy+<i) 8 ; 

waarin RH = r , LG = R en HG = a gesteld is. Deze verg. 
wordt, na ontwikkeling en rangschikking: 

y »(pt _ g i) _ 2apqy = p*a* — /^(R* — r*). 
Haar R* — r % = a % - f dus y^p 1 -* q 1 ) = 2apqy 9 waaruit 

volgt: y = en y = -f±h t * 

Hen kan hieruit y construeren, en dus de plaats van IK 
bepalen. Haakt men nu gfi = AL en y s R = BL, dan is OR 
de hor. doorgang van het vlak van den hoek dg^ (Devert. 
proj. van y s niet gegeven zijnde , weet men alleen dat OR 
evenwydig is aan dien doorgang). 

De derde ribbe zal geprojecteerd worden in de lyn e^f % , 
loodrecht staande op OR. 
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De waarde y = voldoet niet aan de vraag ; want voor 
y = valt KB langs AB, en in dit geval wordt de rechte boek 
altyd als rechte hoek geprojecteerd. Door op g^ de lengte 
LB, en op gjb % de lijn AL uit te zeilen, krijgt men eene 
tweede projectie voor de derde ribbe. Eindelijk kan men 
aannemen dat de beenen van den hoek a^c % het hor» vlak 
snijden. Er zyn das twee verschillende projecties en vier 
verschillende standen van de derde ribbe mogelyk. 
CXLVI. Voorstel. 
Door D. J. Kortewbo. 

Volgens de methoden der lagere meetkunde te bewijzen, dat 
indien men twee cirkels zoodanig laat bewegen, dat zij voort» 
durend blijven raken aan de lijnen OA, OB, OC en OD (waar- 
bij natuurlijk de stralen veranderlijk zijn) , hei snijpunt der 
gemeenschappelijke uitwendige raaklijnen eene rechte lijn be- 
schrijft, gaande door het punt 0. 

Opgelost door D. J. Kortewec en C. Lelt. 
Oplossing van D. J. Kortewig. 

Zie fig. 51. Beide cirkels a en b denken wij ons in de 
figuur geheel willekeurig aangebracht. Wanneer dan eene 
verplaatsing van één van beide hel punt P doet blijven op de 
lyn OP, dan zullen wij, door ieder der cirkels beurtelings Ie 
verplaatsen, alle willekeurige standen van beide cirkels kunnen 
verkrygen, zonder dat het snijpunt der gemeenschappelijke 
raaklijnen de rechte OP verlaten heeft. Wy behoeven dus 
slechts te bewyzen, dat, indien een der cirkels a vervangen 
wordt door een willekeurige andere cirkel a it rakende aan 
dezelfde lijnen, het nieuwe snijpunt P 4 met hel oude P en 
met het punt in eene rechte lijn gelegen is., 

Wij trekken daartoe door P een willekeurige snylijn PmHI 
en daarna door M en P* de snijlijn Mm^. Wanneer nu q en 
Q raakpunten zijn van de gemeenschappelijke raaklijn aan de 
cirkels <» en 5, dan zijn de rechthoekige driehoeken Vaq en 
PAQ gelykvormig ; daaruit volgt : 

Pa aq am 

vh~ ïq — Tm' 

De driehoeken aVm en ft t PM hebben dus twee zijden even- 
redig, den hoek over een dier zijden gelyk, en den anderen 
overstaanden hoek van dezelfde soort. Zij zijn gelijkvormig. 
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Daaruit volgt: iLPaw = £.?*■ , of: 

am/fblA. 
Evenzeer is: bHL//a K m i% 

dus : am//bM//a i m i . 

Ten einde nu te onderzoeken of de punten O, P en P 4 ia 
één rechte gelegen zijn, beschouwen wy OP als transversaal 
van den driehoek an x b. P, zal het snijpunt dier transversaal 
met de derde zyde zijn indien : 

ÓP (k± P|a f _ 
aP X Oa 1 X P l ft t ~ 

. VP bV Oa am P^ a i m i 

aP — aW Oa i 04*1 Pi^i "~" *M ' 
zoodat aan bovenstaande belrekking voldaan is, en derhalve 
het gestelde bewezen. 

CXLVII. V o o r s t e l. (*) 
Door L. van Zanten Jzn. 
Van een homogenen rechten kegel, wiens hoogte h % is door 
een vlak evenwijdig aan het grondvlak, een kegel, wiens hoogte 
h' t afgesneden en de af geknotte kegel is door een vlak dat 
door de as gaat gedeeld. Welke betrekking moet er tusschen 
h en h' beslaan, opdat de halve afgeknotte kegel op zijn 
kleinste grondvlak kunne staan? 

Opgelost door L. van Zanten Jzn. , G. Schouten , A. Eecen 
en C. Lelt. 

Oplossing van G. Schouten. 
Laten R en r de stralen zijn van de beide grondvlakken 
en p die eener doorsnede op den afstand p van een dier vlak- 
ken; is dan x de afstand van het zwaartepunt lot het vlakke 
zyvlak, dan is het moment van het lichaam ten opzichte 
van dit vlak \v (r* H- rR -f- R»). J (h — h*) s-, 
dat eener doorsnede van de dikte dp, natuurlijk 



2p 
l*p*.dp.~ of f*dp; 

w 



s wordt dus gegeven door: 



r 



(•) Dit en de twee volgende Voorstellen ontleend aan JuLtmf, Probl. 
ds Mécaniquê. 
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Daar au p voorgesteld kan worden door r ( 1 ""t)» en 
~ = — is, zoo wordt deze vergelijking: 

o 
of 1 — r = y stellende: 



waaruit onmiddellgk volgt: 

-:o-0)=i-»c-(rT)- 



2» " M'v • 



Zal de kegel in evenwicht big ven, dan moet 
s<r zijn, dus 



•g-t , 



r — 
2*' A'\»=A 



-63' 



■>. s 



welke vergelijking de gevraagde betrekking geert. 

CXLVIII. Voorstel. 

Door L. van Zanten Jz. 

£e» stooar jmnJ ï* in eene homogene middenslof geplaatst, 

wier tegenstand evenredig is aan de tweede macht der snelheid. 

Als het zware punt t tijdseenheden moet vallen om de snelheid 

. 16 
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p te verkrijgen, daarentegen t i tijdseenheden vertikaat moet 
rijzen, om de aanvang ssnelheid p te verliezen, vraagt men de 
betrekking tusschen t en t t . 

Opgelost door L. tan Zanten Jz., G. Schouten en A. Eegbn. 
Oplossing van L. van Zanten Jz. 

Als k de tegenstand der middenstof is voor de eenheid van 

dv 
snelheid, vindt men: -77 =£ — *»* • . (A) 

dv 

— nr = *» 

s — hv 

stel hierin kv* =g» % , dvz=.dsf/*-, dan is 

kï*y f^T 1 — 2ï^*t/ u^"S + r+v 

_ 1 ,!+»_ 1 j W + ^ -tj c 

2i/gk l—s 2\/gk y/g — vyk 

Voor t = moet t> = zijn , dus C = , derhalve : 

l/g + *>i/k 

— 2 -z=c s '^*, v=.p, (I) 

danis: 3 '=5»PTï k i (2) 

dr 

_ = _£_**' ■ . . (B) 

weder *r'=g r x ï , dan is: 

ƒ T-^i = - t B(tang=s)= -b( tang=v /0==C— « 

vf- = iang(C — t)Vgk. 
8 
Voor < = moet *=ƒ>, voor *==*! moet t> = zijn, dus 

C=J i9 en 

pl^\ — tang tj/gk , p^tang (t^g^f* . (3) 

e itFgi 1 

Uit (2) en (3) volgt ^^Tl = tatl S f Ji^g k )f d ™ 
1 - to» 9 ({«i/j*) D V* ° / 



Digitized by VjOOQ LC 



OPGAVEN. NO. 148 en 149. 243 



2iygk = l tang QJ + t^gh^ 



CXLIX. Voorstel. 
Door L. van Zakten Jz. 
Twee zware punten zijn op dezelfde vertikaal geplaatst in 
eene middenslof, wier tegenstand evenredig is aan de snelheid. 
Op H zelfde oogenblik laat men het bovenste vallen en werpt 
het onderste omhoog met een gegeven snelheid. Vrage naar 
den tijd, die er verloopt totdat zij elkander ontmoeten. 
Opgelost door G. Schouten, k. Eegen en L. van Zanten Jz. 

Oplossing van G. Schouten. 
Stel dat het punt met de snelheid v naar boven wordt 
geworpen, en zich T secunden moet bewegen, eer het in 
botsing komt met het tweede punt; als dan p de wederstand 
is van de middenstof bij de eenheid van snelheid, dan is 
dv 
? = -*-!•. 

waaruit t= f H -±- = lli±Si k 

Hieruit v opgelost, geeft: 

•=- {—* + (* + ^t)*"^} J 
v zal nul worden, als de tijd van beweging t { voldoet aan: 

e-*. = _f_ ) 

g + f">o 
ds 
Daar v = — is, geeft de voorgaande vergelijking : 

<** = - {—g + (g + r»o)* mt "}*, 

*=^ {-«* + & + *■*>(! -•""">}*. (2) 

stellen we hierin voor < de waarde i i9 dan kan het punt 
stijgen tot de hoogte A, die gegeven wordt door 



*=? { j 'J7ÏT. + "4 



(3) 



In geval T grooter mocht zijn dan # lf dan zal ook het 
punt nog gaan dalen gedurende den lijd T — *, ; berekenen 
we dus den weg, in zekeren tijd t naar beneden afgelegd 

16» 
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zonder aanvangsnelheid ; dan is 
dv 



4=g-«' 



g 



/< dv 1 , g 
„ g — w p g — W 

, = 1(1—-^ 



waaruit © = 2.(1 — « p ); 

verder «fa=^(l — i~l")& 



f* 



1-e-W 



Stellen we nu hierin voor t de waarde T — /, , dan koml 

of, met hel oog op (l)t 

trekken we deze waarde van A af, dan vinden we voor den 
afstand x { , dien het punt na verloop van T secunden bereikt 
heeft van het punt van uitgang: 



* i = h-s = lj^—f*gT + (g + l*v )(l-e * T )}. 



(5) 



dezelfde formule als (2), waarin t<t { is; de weg wordt dus 
door formule (5) algemeen voorgesteld. 

In den zelfden tijd T is het bovenste punt gevallen over een 
weg ar 5 , die gegeven wordt door (4): , 

en daar op het oogenblik van botsing s t •+• s % = de oorspron- 
kelijke afstand a moet zijn lusschen die punten, zoo is: 

a^z—XfAVcil — e-^ T J, 
f* 

• waaruit: e ^ = 1 

*o 

f* V(T~P* 
welke formule dus in alle gevallen den tijd voorstelt, die er 
verloopen moet om in botsing te komen. 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. »». 149 en 160. 245 

Gevol«bn. 1. Wordt f» = 0, dan wordt 

'-'('-^-'K'-srèM-? 

wat men ook onmiddellijk zou gevonden hebben, als men 
geen weerstand van een middenslof had aangenomen. 
2. Is t> — t*a>0; of 



dan is T eindig; 


•<3. 


voor 





en a>-i 

wordt T onmogelijk. 

CL. Voorstel. 
Door J. W. Tesch. 
De vergelijking op te maken van het oppervlak, dat alle 
hollen, die door den oorsprong gaan en hunne middelpunten in 
de as hebben, rechthoekig snijdt. 
Opgelost door J. W. Tesch. 

Oplossing van J. W. Tesch. 
Stellen wij de vergelijking van den bol: 
(s — «) 1 + y* +**=a* 
of F(jf, y, s) = s* — 2as + y*+z* = Q. . . . (I) 

Wanneer wij de gevraagde vergelijking voorstellen door 
ƒ(*» y» s)=0, moet om aan het gestelde te voldoen: 
dF df dF d/> dF df A .. 

^S + ^7; + 5J-S= 0zyn ' ■ '» 

dF dF dF 

maar — = 2* — 2a , — = 2y en T == 2* ; terwyl wij 
ar ay as 

ér *± 

dx ds dy dz .. 

voor "5r = £ peD voor "*[=*** iAr « feD - 

dk di 

Dit alles in (2) substituerende, verkrijgt men: 

(2jt — 2<i)p-|-2yg — 2s = 0. ..... (3) 

E* + y* -f- 5* 

Maar volgens (1) is 2a = -. 
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fla substitutie in (3): 

Het komt er dos op aan. de laatste vergelijking te inte- 
greren. 
Op de bekende wgze handelende» schrijve men: 
ds _ dy _ ds 
y'-h* 1 — **"~~2*y~ — 2« w 

Hieruit leidt men af -^L =_^i- of ^ = - 
— 2xy — 2ss y s 

ly = /os 

j[ = * • • O) 

Maar foor (a) mag men schryven: 

*d* ydy zdz sis j- ydy «+• zd* 

*(y* + * 1 — * % ) ~ — 2*y» ~ — 2a** — —«(»«+, «+*■)' 

Hen mag hieruit dus afleiden: 

dis *A* -f» ydy 4- «fa 

of <*.(s» + y» +*») _& 

/.(« f +y* + ••) = '. A 

s* 4-V* -4-** 

^^ = g. . .' (2) 

Uit (1) en (2) volgt nu, dat de vergelijking van het gevraagde 
X* ju •#* -i_ 4 * r^ 

oppervlak zal zyn: — y — = *[ J 

of 



* , +y l + * , =s4)g). 



CLI. Voorstel. 
Door G. Schouten. 
/?<? meetkundige plaats van zoodanige punten, dat de som van 
de lengten der normalen naar eene zelfde kromme of meerdere 
krommen getrokken standvastig is, heeft tot raaklijn eene 
lijn, die met de normalen, welke in het raakpunt samenkomen, 
hoeken maakt, waarvan de cosinussen eene som gelijk aan 
nul geven. 

OrcELosT door G. Schouten. 
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Oplossing van G. Schouten. 
Zij P een punt der meetkundige plaats, en t t u, v zijne 
coördinaten. Zij het aantal normalen, uit dit op de gegeven 
krommen neergelaten n, en de coördinaten der voetpunten 
x \ !/i z \ > H V% %* • • • • ** V* **• Dan moeien de normaal- 
vlakken der gegeven krommen in die punten alle door het 
punt P gaan. De vergelijkingen dier normaalvlakken zijn: 
\t _ , t ) fat + (u — - y t ) dy { + (r — zj dz^ = 0, 
(* — tf 2 ) Ar 2 + (m — y 2 ) rfy a + (t> — s^) <fe 2 = 0, 



(») 



(* — s n ) dx n + (u — y n ) dy m + (« — *„) &• = 0. 
De voorwaarde van het vraagstuk geeft: 

+ - • • • -h v(t^ n r+{p-^ n r+(v—Mtf = c, 

waarin C een constante voorstelt. 

Stellen we gemakshalve elk der wortelsvormen door r i9 r# 
r 9 . . . . r n voor, dan is. 

r i + r *H- • •' • + r.=C. • • • . . (2) 

Deze gedifferentieerd geeft: 
(/— *,) (dt —dXj) H- (u— yi ) (dm—dyt) +■ (p— s { ) (tf g— cfc f ) , ^ „ 

■ ' ■ ■ ■ " - - - T" •• • 

of de vergelijkingen (1) in acht nemende , 

V r 4 r f r 4 / 

+ (1=^4 + 2=25^ + ^=^^=0.. v(«) 

X '• % '« / 

Nemen we nu de richtingen van de lijnen r v r it . . . \r n 
naar het punt P, dan stellen 

t — x p u — y p v — z p 

de cosinussen voor der hoeken, die r p maakt met de coördi-; 
naat-assen, welke hoeken wij * pt p^ y p zullen noemen; de 
vergelijking (3) wordt dus 

{Cos a { dt + Cos $ { du + Cos y { dv) -J- . . . . 
-h {Cos ot n dt -f- Cos p K du -f Cos y n dv) tz C f 
of korter 
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H 

Z (Cos u f .dl -f. Cos fy.du + Cosy p cfo) = 0. 

Bedenkt men nu, dat de oneindig kleinen 
dt f du, dv 
evenredig zijn met de cosinussen der hoeken, die de raaklijn 
aan de meetkundige plaats maakt met de assen, zoo zien we, 

n 

dat wij hebben S Cos Y p = , 

waarin V, den hoek voorstelt, die r p met de raaklijn maakt; 
waardoor de stelling bewezen is. 

Aanmerking. Zijn de gegevene krommen in een plat vlak 
gelegen, dan liggen alle normalen en raaklynen in het vlak. 

Is het aantal normalen, dat aan de vraag voldoet, twee, dan 
is Cos V t -t- Cos V a = 0, 

zoodat dan V 4 -f- V 2 = *• 

moet zijn, waaruit volgt, dat de raaklijn het supplement van 
den hoek der normalen middendoordeelt , bijgevolg , dal de 
normaal van de meetkundige plaats den hoek tusschen de 
overeenkomstige normalen middendoordeelt. 

Is niet de som, maar het verschil der beide normalen con- 
stant, dan zal, zooals lichtelijk blijkt 

CosVi — C<wV 4 = 
zijn, zoodat dan de raaklyn den hoek tusschen de overeen- 
komstige normalen middendoordeelt. 

Is eindelijk elk der beido normalen constant, dan volgt 
uit bovenstaande ontwikkeling, dat 
CosV { = 
Cos\ È = 
moet zijn, hetgeen niet anders beleekent, dan dat beide nor- 
malen samenvallen, en de raaklijn loodrecht op hare richting 
moet staan. Dit geval doet zich voor bij den cirkel, bij 
een stelsel van twee evenwijdige lijnen, etc. 

Trekt men eindelijk slechts één normaal, dan moet 
Coi\ = 
zijn, derhalve is dan de meetkundige plaats eene kromme, 
die parallel loopt met de gegevene. 

CLU. Voorstel. 
Door C. Schouten. 

De meetkundig? plaats ran zoodanige punten , dat de som 
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der vierkanten van de lengten der nor malen, naar eene kromme 
of meerdere krommen getrokken, standvastig is, heeft in ieder 
punt tot normaal-vlak een vlak gaande door het middelpunt der 
gemiddelde afstanden der voetpunten van alle normalen , uit 
dit punt op de gegevene krommen nedergelalen. 

Opgelost door G. Schouten. 

Oplossing van G. Schouten. 

Zy P een punt van do meetkundige plaats, en zijne coör- 
dinaten *, u, v. De voetpunten der loodiynen, uil P op de 
gegeven krommen neergelaten, moeten zoodanig gelegen zijn, 
dat de normaalvlakkcn van de krommen in die punten door 
het punt P gaan. Zij het aantal normalen, uit P op de krom- 
men neergelaten, n, en do coördinaten van de voetpunten 
*<yi*i> **y%H* ••••> *«y«*»; dan z\jn de vergelijkingen 
van de normaalvlakken : 

(/ — *,)<**!+(•* — y ft )djy ft 4-(* — a i )dM i = 9 ) 
(t — # a )*r 4 -*-(ti— y% )dy % + (v — «j)^ = 0,( 

{t — s n )dxn + {u — y H )dy m +(v-z^d% u z=:0^ 

welke vlakken allen door het punt P(t, u, v) gaan. 
De voorwaarde, in het vraagstuk uitgedrukt, geeft: 

£(<-*>)• + £(u— y,)'+£(t>--^)' = C,. .(2) 

waarin C een constante voorstelt. 
De differentiatie van (2) geeft: 

Maar de som der vergelijkingen (1) geeft : 
£(< — s p )dx p + Z{u — y p )dy r 

waardoor de voorgaande overgaat in 
£(* — f,)4 + 2(tt- yjdu 
welke gelyke beteekenis heeft met 

n 

(nt — £ jr„) dt 
l 

of door n gedeeld, 



£(<_*,) <fc, + £(„_ y p )dy p + S{v-* p )de p =zO, 



£(* — j>)c&4-£(u — yj Jü4-2(ü — « p )<fe = 0, 
ï ï^i 



(** — £ jr p ) dt -*- («« — £ y,)cJtt + (ft* — £ * p ) <fe = 
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Nu is de vergelijking van het normaalvlak van de meetkun- 
dige plaats in bet punl P(i, u, r), als £ i en £ deloopende 
coördinaten zijn : 

(£ — t)dt + {n — u)d* + (Z — v)dv=iO 
en aan deze vergelijking voldoen de waarden (zie (3)): 



n 

n 

« 

welke juist de coördinaten zyn van het middelpunt der gemid- 
delde afstanden der punten 9 i y i % i% . ..., x n y n z Ht waardoor 
de stelling bewezen is. 

Aanmerking. Liggen de gegeven krommen in één plat vlak, 
dan zyn de normalen de doorsneden van de normaalvlakken 
met dit vlak, derhalve moet ook het punt P in het vlak 
der krommen liggen» zoodat dan de stelling luidt: 

De meetkundige plaats van zoodanige punten, dat de som 
der tweede machten van de lengten der normalen naar een of 
meer gegeven vlakke krommen getrokken, constant is, heeft 
in elk punt tot normaal eene lijn, gericht naar het middelpunt 
van de gemiddelde afstanden der voelen van alle normalen , 
uit dit punt naar de gegeven krommen gelrokken. 
CLIII. Voorstel. 
Door L. Janse Bz. 

Een trapezium te beschrijven, wanneer gegeven zijn de op- 
staandc zijden en de beide diagonalen. 

Opgelost door L. Janse Bz., J. H. ScnaFER, A. Eecek 
en C. de Haas Jbz. 

Oplossing van L. Janse Bz. 

Onderstel, dat het trapezium ABCD reeds onder de opstaande 
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zgden AD = a, BC = h , BD = c en AC = d beschreven zij 
(zie fig. 52), en stellen wij ons voor de büsis AB = s in de 
voornoemde gegevens uüledrukken. 

Trek de loodlijnen CR en DF op AB, dan hebben w\j in de 
driehoeken ABC en ABD 

d*=zb* 4-s* -.2jt.BE en c* = a* + *' — Zr. AF 
o( 2*.BE = 4*— d*4-** 2s.AF = a' — c» -f-** 

^Tïïtó* = (4» -.a -1 4-*')' ^^TÏF 1 =(a* — •• + #)■. 

Maar in de rechthoekige driehoeken BCE en ADF, die gelijke 
hoogte hebben, zijn: 

BE* = A*— CE* en AF* = a' — T)F\ 
derhalve 

4JTV&*— ÜË 1 )^»— <*»4-*') en 4**(«*— DF*)=(a*- cM-**)* 
of _ 4j?» . CË* = (&» — d* 4- **)* — 4A** 1 

en — 4* , .DF* = («> — c % + *')' — 4a»x'. 

Daar nu de beide eerste leden dezer vergelijkingen aan 
elkander gelyk zijn, zullen ook de tweede leden aan elkander 
gelijk zijn, en men heeft 

(£* _ d* + **)* — 4* 1 ** = («» — *> 4- a 2 ) 1 — 4a'#* , 
uit welke x moet worden opgelost. 

Te dien einde hebben wij de aangeduide machtsverheffingen 
uittevoeren en * aftezonderen. Men verkrygt alsdan: 
4* — 24»d* 4- 2J> a «* 4- # — 2d*** 4- ** — 46 1 ** 
==a* — 2a»^4-2a x * J +c* — 2c**' 4- s 4 — 4a J #*, 
waaruit : 

**(2a* — 2* 1 4- 2c 1 — 2a**) =a*— 2a*c*+c*-.fcM-2W*— ei* , 
,_ (<>» — q')'— («*» — 4»)' 
* ~ 2(«*— 4»4-c»— <**) * 
De waarde van ar, wanneer o, 4, c en o* gegeven zijn, kan 
nu lichtelijk berekend worden. 

Om deze waarde door constructie te vinden , doen wy de 
laatste vergelijking de volgende herleidingen ondergaan: 

. _ Kg -HO (g —F - Kg ± t) (*-»)]' 

— 2[(« + *X« — *)+(« + «0(* — «0] 
Zyn nu a, £, c en d gegevene lijnen, dan stellen de pro- 
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ducten (o + c)(o-c), (b + d)(b—d), (a + b)(a — b) en 
(e+d)(c — d) rechlhoeken voor, welke wederom ieder een 
vierkant vertegenwoordigen. Stellen wij die vierkanten achter- 
eenvolgens voor door m l , n % t p* 9 q % , dan wordt de uitdruk- 
king voor x l deze: 

(m»-t-n')(m'-n» ) 
~ 2(p»+^) 
Maar, daar de som of het verschil van twee vierkanten gelijk 
aan een vierkant kan gedacht worden, zoo mogen wij stellen: 
m*+n % =r % , tn* — n* = s 1 , p l +q* = ** , 



derhalve 



2<* ' 

u r ' S 



of t\/2 m x = r.s 

tl/2 : r = $ : x. 

f Iet construeren van de basis x komt dus neder op het 
beschrijven van vierkanten onder de lynen (a-\-c) en (« — c) 
= m», (6-M; en (b — d)=:n l , (a + b) en (a — &) = p* 
en (c-t-d) en (c — rf) = ^*- voorts op het construeren van 
de zyden van nieuwe vierkanten, die gelijk zijn aan de som 
en het verschil der twee eerste en van de zijde t van een 
vierkant gelijk aan de som der beide laatste vierkanten, en 
eindelijk op het construeren van eeue vierde evenredige tot 
de lyn t\/2 en de genoemde zijden r en * der vierkanten, 
waarmede het vraagstuk als opgelost te beschouwen is. 

Constructie. Zijn (fig. 526) a, b t c, d de gegeven opstaande 
zyden en diagonalen, trek eene onbepaalde rechte lyn, zet 
daarop uit van een punt A achtereenvolgens : 
A i = c + a t A 9 = c — a, A 8 = d-f-£, A 4 = <J~ b 9 
A 5 = a4-£, A 6 = a — b, A 7 = c-h<J en A 8 = o — d. 

Beschrijf op de lijnen A { , A 8 , A 5 en A 7 als middellijnen 
halve cirkels, en richt uit 2, 4, 6, 8, loodlijnen op de lyn 
A 7 , tot zij hare overeenkomstige cirkelomtrekken ontmoeten , 
(namelijk de loodlijn in 2 den omtrek wiens middellyn 
= «-!-<?, de loodlijn in 8 den omtrek wiens middellijn 
= c + d, enz.) dan heeft men: 

AB = w, AC = «, AD = p, AE=rg. 

Maak in den rechten hoek QPR, P 9 = m, P 10 = n, trek 
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de lijn mn en beschrijf uil n met m als straal een' cirkelboog, 
die PQ snydt in 11, trek de lyn n — 11, dan is n — 9=r 
en n — Il =ls. Maak P {3 = p, en beschrijf uil 12 met 9 als 
straal een' cirkelboog, die PR in 13 snijdt, dan is 12— 13 = *; 
trek voorts de lyn 12 — 14 loodrecht op 12 — 13 en gelijk 
aan deze, dan is 13— 14 =*i/2. Construeer eindelijk eene 
vierde evenredige tol de lijnen GH = ^2, GI = «, GK = r, 
dan is de lijn GL de begeerde basis van het trapezium. 
CUV. Voorstel. 
Door D. B. Wisselikk. 

Men heeft in stand gegeven twee evenwijdige lijnen AB en 
CD, alsmede twee ftunlen P en Q. Wordt gevraagd uit P en Q 
twee evenwijdige lijnen te trekken, zoodot de zijden van het pa- 
raltelogram, dat ontstaat door de snijding van de evenwijdige 
lijnen door de uit P en Q getrokken evenwijdige lijnen, eene 
gegeven verhouding hebben. Men verlangt eene eenvoudige 
meetkundige constructie. 

Opgelost door D. B. Wisselink, A. Eecen en C. Lelt. 
Oplossing van D. B. Wissellnk.- 

Onderstel de Gguur geconstrueerd, (zie fig. 53), zoodat 
vierh. FHGE het bedoelde parallelogram is, welks zijden zich 
verhouden als twee gegeven getallen a en b. Laat verder de 
lijn PQ getrokken worden, die AB en CD in R en S snijdt. 

Daar AB//CD is, is: QG: GH = QR : RS 

en dewijl PF//QH is, is : PQ : EG = QR : GR. 

Uit deze evenredigheden volgt: 

QGxRS = GHxQR en PQxGR = EG xQR. 

Deze vergelijkingen in elkander deelende, in aanmerking 
genomen dat GH : EG = a : b, hebben we : 

PO X GR = £ waaruit: QG: GR=axPQ:*xRS. 

Uit de laatste evenredigheid volgt de volgende 
Coh8trüctie. Verleng PQ, zoodat zy AB en CD in R en S snijdt, 
construeer den cirkel die de meetk. plaats is van de toppen der 
driehoeken, die QR tol basis hebben en wiens opstaande zijden 

zich verhouden als a x PQ tot b x RS, zoo - de verhouding 

is van de zijden des parallelograms. Laat deze cirkel AB 
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ergens ia G snijden, dan trekken we QGH en evenwijdig 
hieraan PEF, dan zal parallelogram FHGE bet begeerde zijn. 
In 't algemeen zullen er twee oplossingen zijn, want de be- 
doelde cirkel zal in den regel AB in twee punten snijden. 
Oplossing van C Lelt. 

(Zie fig. 54.) Zij de gegeven verhouding = ?. Vereenig de 

punten P en Q, waarvan één buiten, het andere tusschen de 
gegevene evenwijdige lijnen ligge, en beschrijf op PQ als 
middellijn oen' cirkel. Laat uit het middelpunt M van dien 
cirkel eene loodlijn vallen op de evenwijdige lynen, zij CL haar 
loodrechte afstand = A. Beschrijf dan uit P en Q als mid- 

p 
delpunlen met een straal = -.A cirkelbogen, welke den eerst 

getrokken cirkel in K. en K', G en G' snijden. Vereenig dan 
de punien G en Q, K en P, G en P, Q en K', P en G', 
Q en K, dan zullen de lijnen PG en QK', QK en PG' aan 
elkander evenwijdig loopen. De gegevene evenwijdige BS en 
TV mogen nu door de lijn PG in de punten A en C, door 
de lijn QK' in de punten B en D, door de lijn QK in de 
punien A' en C', door de lijn PG' in de punten B' en D' 
gesneden worden, dan heeft men twee parallelogrammen 
ABCD en A'B'C'D', welke beide aan de vraag voldoen. 

Bewijs. Trek CE evenwijdig aan GQ, dus loodrecht op BD, 
A'E' evenwijdig aan KP, dus loodrecht op PG', dan is 
A CED co A AXL A A'E'B' co A A'L'C' 

AC : CD = CL : CE A'C' : A'B' = A'L' : A'E' 



= h :GQ 


= h :KP 


= k-.th 
q 

— q :p 


q 

A'C: CD' = q :p. 



CLV. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Op de binnen oppervlakte van een 9 halven bol, wiens straal 
-— R, rusten eenige bollen en drukken zoodanig tegen elkander, 
dat hunne middelpunten met dat van den halven bol in hetr 
zelfde vertikalè vlak liggen. Indien men nu weet, dat zfj 
allen hetzelfde soortelijk gewicht hebben, dat de eersle bol ren 
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r 

de overigen — tol straal hebben, vraagt men den evenwicht* 

toestand dier bollen te bepalen. Ter toepassing zij R = 60, 
r = 20, tn = 2 en het aantal bollen 3. 

Opgelost door W. var Haarst en G. Schouten. 
Oplossing van W. van Haarst. 

Noemen wij den straal des halven bols R, die van de bollen 

r > r i> r 2» r s> enz., dan is r i z=ir^z=z r 9 enz. = — -r en de afstand 

van hunne middelpunten O, & , 2 enz. tot hel middelpunt 

C van den halven bol R — r en R- r. Drukken wij het 

gewicht van den eersten bol door G uit, dan is dat van elk 

der kleine — . Zij voorts de hoek dien CO met den verticaal 

maakt <p en OC0 4 = *, 4 CO a =. * 4 = O a C0 8 = 3 C0 4 enz., 
dan maakt CO f den hoek * — <p, C0 2 den hook *|-fa — $, 
C0 8 den hoek 2x i +» — <P, CO n den hoek (n — 1) * 4 + * — $ 
met de vertikaal. Indien wij dan de kracht in O door k voor- 
stellen, die met de krachten h if h % , A 3 ...A,. in O^Oa, O s . ..O» 
evenwicht moet maken» dan is blijkbaar 

* = G(R — r)Sin<p (a) 

*,=— (r r)Sin[* — 0)z=z— s (mH — r)Sin(»— <p), 

Wig ^ m J ffi 

G G 

ki = —[mVL — r)Sin(* i + * — $) = — A (mR — r)x 
iw 4 f» 4 ' 

X [5m <x 4 Cos (* — <p) -f- Cos * f &*n (* — 0)] , 

n 

* 3 =— 4 (mR — r) {Stn 2* 4 Cos (x — <p) -f Cos2* 4 £m(*— 0)} , 

r» 

* 4 = — 4 (mR— r) { SMBtCo^*— f) +Cos3x i Sin(a~$)} enz. , 

k n = ^ (mR-r){ ««(n-l^^^-^J+Co^ft-l^^mC*--^)}. 

Wij hebben alzoo de vergelijking, na door G gedeeld te hebben: 

(R — r) Sin = — 4 (mR — f) [ {1 + Cosa t -f. Co* 2*, 

-t- Cos 3«, +. . . .+ Cos (n — 1)*J £in (* — 0) 
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4- { Sin *, 4. Sin2» i 'hSin3» l + .... -f-5m(n— 1)«, ] Co^t -<p)] 
of na door CosQ gedeeld te hebben: 

m*(R — r)tgQ 

^[1 -t-Cos« 1 +-(?os2* l + Cos3* fl -f-....C<M(ft— IJaJO&n*— CouUgQ) 
-+-{ An« 1 +5jn2a 1 4-5in3* 1 4....4.^in(n— 1)* 4 }(G>s*+ &n*typ). 
Nu is 

(7os» 4 J rCos2a i 4- (70*3*, +.... C^n^l^iz:— $+ An ( n — *K 

en 

Sin* l +Sin2a i +Sin3x l +....Sin(n-l)*,=: Co '*«< -A>*(»~m 

daardoor wordt 

2mMR—r)Sinl*Jg<p e „. 

mR _ f ={^ w H+^K l> -l>i} (Sin*-Co**tg<p) 

+ [CoslcOi — Cos (n — i) * 4 ) (Cos « 4- &'* * ty 0) 

— Co$(* — fa) — Cos{x + (n — *)«<} 
+ {&■»(«_ i# t )—«ii [« + (» — i)«J}^<p, 
zoodat men eindelijk vindt 

tg<p = 

(mR — r)(Cos(g — j g| ) — Coi{* + {n — j)^) 

2,/i*(K ~-r)S,f*i« | —(mR--r) f &»(«— iflij)— ^t»C«+(»-i>i] } * 

terwijl men uit de driehoeken COO, en COjO, gemakkelijk 

vindt : 

c:^- ^Rl>(R-~r)-r] 
(R— r)(iwR — r) 



en 



• 4 (mR — r)* 



Stelt men R = 60, r = 20, m = 2 en n = 2, dan wordt 
3 4 

5ma = - = 0,6 en Sin^ = — ^6 = 0,391918 , dus 

*=36°52' en « 1= 23°4', zoodat * — J« 1 = 25°20 / 

en * 4-1 J«, =71° 28' is. Wij hebben dan: 

5 (<7os25Q20' — 6to71«28') 

* s9 — 64 Sin 1 l ó ~32' — 6 (Sm 25© 20' — Sin 71° 28') 

5(0,90383 — 0,31786) _ a 

-— — — ~ ; -=0,22895, 



64 X 0,19994 — 5 (0,42788 — 0,94814) 
dat is ten naastenbij = 12°54 / . 
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Oplossing van G. Schootei. 

Zy NAC de doorsnede, die de middelpunten der kleinere 
bollen bevat. De ligging van elk dezer bollen is bepaald 
door den hoek, dien de lijn, welke zyn middelpunt met dat 
des halven bols verbindt, met den horizon maakt; de grootte 
van dien hoek zullen wy voorstellen door 9 met een index , 
die aangeeft tot welken bol zij behoort; b.v. 6 { voor den 
eersten, fi a voor den tweeden, t p voor den p tn bol van de reeks. 

Evenzoo stellen wij de letter A, by het middelpunt van den 
gfi* bol, en noemen zijn straal r p . 

De middelpunten A, en A p +i van twee opvolgende bollen 
vormen met hel middelpunt H des halven bols de hoekpunten 
van een driehoek, waarvan de hoek aan M gelijk 0j-m — 9, is; 
die aan het middelpunt k p zal door A p die aan het punt 
A,h-i door A', worden voorgesteld. 

Verder zullen wij de bollen allen homogeen onderstellen, 
en de grootte en de stof, waaruit zij bestaan, willekeurig 
laten; het gewicht van den /><* bol zy P,. 

In de onderstelling, dat elke bol slechts in aanraking komt 
met den onmiddelijk voorgaanden en volgenden, en er geen 
wrijving wordt in acht genomen, is elke bol aan de werking 
van slechts vier krachten onderworpen, die allen door zyn 
middelpunt gericht zyn; dit stelsel voor den f>» bol b.v. 
bestaat uil: 

1°. den weerstand W p van den halven bol; 

2°. zyn gewicht P p ; 

3°. de normale drukking N,_i van den voorgaanden; 

4°. die des volgenden, welke wy, omdat zy gelijk, doch 
tegengesteld is aan die , welke hy zelf cp den volgen- 
den uitoefent» N, zullen noemen. 

Zal het stelsel bollen in evenwicht zijn, dan moet elke 
bol onder de werking van het viertal krachten op zich zelven 
in evenwicht zyn, en dit zal plaats hebben, als de som der 
onlbondenen volgens eene willekeurige as nul is; lot as kiezen 
wy de lijn, die loodrecht op W slaat, ten einde deze kracht 
te elimineeren. 

Door op te merken, dat V p met de as den hoek = 6, maakt, 
N,_i een hoek = het complement van A' # ~i> en N, een 
hoek ss het complement van A* hebben wy onmiddeliyk de 

17 
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volgende evenwichts-voorwaarden : 

N a Sin A t = P a Cos fl* +• N 4 Sin A 4 ' , 
N 8 &» A 8 = P s Cos fl 8 •+- N 9 &» A a ' , 

$ p Sin k p = P, Cos h p + N,_i Sm A',-i , 



. O) 



If , Sin k n = P„ Co* ». + W,- 1 Sin A' w -i = , 
als het aantal bollen n bedraagt. 

Elimineert men uit (1) achtereenvolgens N 4 , V^...JX P ^\ 
dan komt er: 

N 9 AnAs &*»A 4 = P, CosQi Sink t 4- P 4 ft»9 4 Sink { ', 
N 8 Sin A s Sin A t £m A 4 =s P 8 Co« S 5m A a £m A t 
-h P s Cos fl 2 /Sin A 4 Sm A s ' + P 4 Co* 8 4 Sin Ai 1 Am A t '; 

Uit den symmetrieschen vorm van elk der vergelijkingen 
<1) besluit men, dat na eliminatie van N,_i moet komen: 

(SSf t=P / #XSf— 1 <c=j — 1 \ 

w. n & a « Af = s p^mL n juii!. n ££»a/J; 

fS3» 

waarin n a f voorstelt het gedurig produkt 0103*3 *»• 

f=sl 

Dat deze formule, die voor p=l en p = 2 geldt, ook 
voor alle p geldt, blijkt ook, wanneer wij op haar de methode 
van Berroülli toepassen, door namelijk van p op p + 1 
overtegaan. Volgens (1) toch is: 

Nf+i Sm k p +\ = P,^. i Cos 9 p +i + W p Sin kp'; 

t—p 

waaruit door vermenigvuldiging met n Sink q volgt t 

«=sl 

N^+x n <5mA c =P^iCM^i. n Sink t +V p . n Sink r Sink f '; 

substitueert men hierin voor V p de aangenomen waarde, dan 
vindt men weer die formule terug, als men daarin p door 
p+1 vervangt. 

Wy hebben dus gevonden, dat na eliminatie van N«_i zal 
komen : 

Z[? p Cosi. n Sink q . n 5mA/i = 0, . (2) 

welke formule impliciet de oplossing bevat van ons vraagstuk; 
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immers als wy 4 als de onbekende aannemen, zyn alle overige 
grootheden bekend; want in den driehoek MA^A^i zyn de 
zyden bekend: 

M A ^ = R — r f , 

MAj+issR — fjnJi, 

zoodat 



' (*>+-*+») (* — •>) 

*•&*-*) _ — — — — , 

terwijl 
• i> =d 1 +(a t — 9 1 )+(9 8 -öj)+-.. •+&— M- 
Neemt men de gegevens, zooals zij in het vraagstuk bedoeld 
worden, dan is: 

-P i = P J = P 8 = ....=P JI , stel = P, 

r 
*i = ft en r 4 = r, = ....= r, =—; 

tpt 

A t = A 8 = . . . = A»_ i = A a '= A s ' = ;.. = A 1 ,— ï, stel=A; 
brengt men deze waarden in rekening by (2), dan wordt zij 
na deeling door P , en als do eerste bol vóór het teeken £ 
wordt gebracht: 

of, na deeling door 8iiP-*k 9 

nfiCoêli.Sinkt' + Sinki S Co#« p = 0; 

welke vergelyking ook onmiddellyk gevonden wordt uit het 
stelsel (1), als daar A/ = A, wordt genomen. 
Omdat volgens (3) 

Smk£ _ R — r . 
Ai.A | - E _ 1 18 ' 
m 
wordt deze vergelijking ook: 
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**. *"" f . Coa 9, + 'z'Co* t, = 0. . . . (2o) 

Stelt men hierin: 
R = 60 , r = 20, m =s 2 en n = 3, dan is volgens (3): 

«»(?a — •i) = °- 8 t &»(••— W = 0.4^ 
Cm (^ — S t ) = 0.8 , Co* (l t — 9 3 ) = 0.2 , 

toodat (2a) in dit bijzondere geval wordt: 

6.4 Co* t 4- lot t -f- Ctot f f = 0, 

of verder herleidende: 

1^ + 120^,-^=0, 

waaruit gevonden wordt : 

tg $ f = 4.50323" 

« fl =s77°28'4?*,0. 

De lyn, die het middelpunt des grootsten bols met dat des 
halven vereenigt, beeft dus een helling ten opzichte van den 
horizon van 77 28'47*,6, of ten opzichte van de verticaal 
van 12<>3l'12',4. 

CLYl. Voorstel. (*) 
Door G. J. Matthes. 

Eenigtrhande driehoek is beschreven wederkecrig gekoppeld 
tot cene gegeven kegelsnede. Te bewijzen: dat van eene kegel" 
snede t welke de zijden van dien driehoek aanraakt , en hel 
middelpunt van de gegevene 'kegelsnede lot een brandpunt heeft, 
de tweede as tene standvastige waarde sal hebben. 

Opgelost door C. J. Mattues. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

(Zie flg. 55.) De wederkeerige der gegeven kegelsnede met 
opzicht lot haar middelpunt is eene gelykvormige kegelsnede, 
waarbij de hoofdassen verwisseld zijn. Voor de wederkeerige 
van den een of anderen gekoppelden driehoek vindt men 
wederom een driehoek weörkeerig gekoppeld met opzicht tol 
de weörkeerige kegelsnede. De weórkeerigen van de kegel- 
sneden die de zijden van den oorspronkelijken gekoppelden 
driehoek aanraken en levens tot brandpunt hebben het mid- 
delpunt der gegeven kegelsnede, zijn cirkels omgeschreven aan 

(•) DU Toorttel en de twee folgende syn ontleend tan Fiucts 
m§*wr9 Mnthmd*, Voorbeelden 47, 48 en 49. 

% 
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de weêrkeerige gekoppelde driehoeken. Denken we ons nu 
van deze laalslen twee geheel willekeurig. In de figuur is 
voorgesteld de weêrkeerige kegelsnede en zijn daarenboven 
aangenomen één hoekpunt A, A 4 en de richting van ééne 
zijde uil dat hoekpunt AC, & i C l , voor twee gekoppelde drie- 
boeken, dan zijn deze bepaald; de constructie geeft ons daar- 
voor ABC en A^C,. De poollynen van A en A d , te welen 
DE en D|E 1V snijden elkafir in U, dat derhalve de pool is van 
AA|, zoodal de lijnen UF en UG, die de doorsnijdingspunten 
van AA 4 mei de kegelsnede verbinden met U, noodzaketijk 
raaklijnen zijn en AUV en A^Vj wederom gekoppelde drie- 
hoeken. Nu zijn B en C zoowel als V en U punten , waarin 
DE harmonisch verdeeld is; evenzoo 6 t en C v alsmede Ven 
U ten aanzien van DjEj. Wij hebben dus, als P en P 4 de 
middens van DE en DjEj zijn, en bijgevolg het doorsnijdings- 
punt O van AP mei k i P i het middelpunt der kegelsnede is, 
hetwelk wederom, vereenigd met U, FG in Q middendoordeell : 

PE*=PBxPC=rPVxPU 
en PjE,* = P^ x PiCj = ? l \ i x P 4 Ü. 

Het punt O ligt dus zoowel op de richting van de gemeen- 
schappelijke koorde der cirkels om ABC en AUV, als op die der 
cirkels om \ i V i C i en A 4 ÜV 4 ; de raaklijnen derhalve uit O tot 
hel eerste paar cirkels zijn even lang, en insgelgks die tot 
het tweede paar. Haar dit niet alleen , zij zijn onderling oven 
groot. Immers wij hebben dat FG in A en V, en tevens in A 4 
en V f harmonisch verdeeld is, zoodat QAxQV = QA 1 xQV 1 , 
derhalve Q op de richting der gemeenschappelijke koorde van 
de cirkels om AUV en A 1 UV 1 gelegen is, en mitsdien ook het 
punt O. Aangezien du* c* — p* = standvastig blijkt (zie 
Ferrbrs, bl. 111), is hel gestelde bewezen. 
CLVII. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Te bewezen , dat twee ellipsen , die een gemeenschappelijk 
brandpunt hebben, elkander in niet meer dan twee punten 
kunnen snijden. 
Opgelost door C. J. Matthes en A. Eecen. 
Oplossing van C. J. Matthes; 
De weêrkeerigen van twee confocale ellipsen lot derzelver 
gemeenschappelijk brandpunt zijn twee cirkels, die, daar zy 
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beide dat punt moeten bevatten, elka&r noodwendig snijden, 
waaruit volgt dat zij slechts twee gemeenschappelijke raaklijnen 
kunnen hebben, en dus de ellipsen slechts twee doorsnydings- 
punlen. 

CLVIIl. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Denkt men zich een stelsel van kegelsneden, die allen door 
vier gegeven punten gaan, dan zijn er vier bepaalde rechte 
lijnen Ie vinden , zóó dat de koorde op elke van haar door eene 
willekeurige kegelsnede van het stelsel begrensd in één der 
punten een rechten hoek onderspant. Frage naar het bewijs. 

Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C J. Matthes. 

De weérkeerige van eene der kegelsneden door de punten 
A, fi, C, D, ten opzichte van één dier punten, D bijv., is 
eene parabel die den weêrkeerigen driehoek A'B'C' aanraakt. 
De koorden der oorspronkelijke kegelsnede die in het punt D 
rechte hoeken onderspannen, snijden elka&r (zie Ferrers, bl. 
117) in één punt, de pool van de richtlyn der parabel. Het- 
zelfde geldt van andere kegelsneden die door de punten A,B, 
C, D gaan. Van al die parabels hebben nu (zie Ferrers, bl. 
110, § 123) de richtlijnen één punt gemeen, het orlhocenlrum 
van den weêrkeerigen driehoek A'B'C', welks poollyn dus eene 
der verlangde lijnen is. Door nu op dezelfde wijs te werk te 
gaan ten aanzien van de punten C, B en A, komen er nog 
drie zulke lynen te voorschijn; zij kunnen allen gemakkelijk 
geconstrueerd worden. 

CLIX, Voorstel. (*) 
Door J. J. Teding van Berkhout. 

Zij de middellijn AB eens cirkels in A' en B' harmoniscli 
gesneden: trekt men dan uit de punten 'A' en B' lijnen A'E 
en B'E welke samenkomen in een punt E in den omtrek des 
cirkels , en den cirkel respectivelijk snijden in D en in G, en 
vereenigt men eindelijk de punten DenG, dan slaat DG loodrecht 
op AB en men heeft B'E : B'G = A'E : A'D. Vrage naar het bewijs. 

Opgelost door A. Eecek , C de Haas Jbz. en J. J. Teding 
van Berkhout. 

(•) Dit en het folgende voort tel zijn tonder bewij» medegedeeld in 
bet werkje vermeld bg N°. 92. 
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Oplossing van A. Eecen. 

(Zie fig. 56.) Vereenigl men A' roet G en richt men vervol- 
gens ia A' op AB een ioodlijn op, dan zijn, zooals bekend is, 
A'G, A'C, A'E en A'B' harmonische stralen. A'G en A'B slaan 
loodrecht op elkander, dus de beide andere stralen maken 
gelyke hoeken met AC , dus L CA'G = L EA'C = L DA'H ; 
waaruit verder volgt, dat Z-GA'A = Z_DA'A is, dus A'G=A'D, 
waaruit onmiddellijk blykt, dat DG loodrecht op AB staat. 

Verder heeft men, (zie de figuur) B'E:B'G = A'E: A'G 
(zie Voorstel 93 van dit Deel), doch daar A'G = A'D is, zoo 
volgt hieruit : BE : B'G s= A'E : A 'D. 

CLX. Voorstel. 
Door J. J. Tbdikg van Berkhout. 

Indien door een punt C in de middellijn eens cirkels (builen 
hei middelpunt), of in hare verlengde, eene Ijjn gelrokken wordt % 
welke den omtrek des cirkels strijde in D en E en in het punt 
D eene Ioodlijn op CD opgericht wordt, welke de middelljjn in 
F en den. omtrek des cirkels in G snijdt, dan is CD: CE= 
DP: FG. Frage naar het bewijs. 

Opgelost 'door A. Eecen, C. de Haas J.Bz. en J. J. Tedihg 
van Berehoüt. 

Oplossing van A. Eecen. 

(Zie fig. 57.) Zij C het gegeven punt in de middellyn, CB 
de snpjn en DG in D loodrecht op CE. Vereenigt men nu 
E met G , dan zal deze lijn blijkbaar door het middelpunt H 
gaan. Trek na de lijn EH loodrecht op CE, dan heeft men 
uit de gelijkvormige driehoeken CDF en CEH : 

CD:CE = DF:EH (1) 

Zooals duidelyk uit de figuur zichtbaar is, zyn de driehoeken 
EMU en HFG gelijk en gel\jkvormig, en wel met EB en FG 
als gelykstandige zyden. De vergelijking (1) verandert dus 
in de volgende : CD : CE = DF : FG. Wat te bewijzen was. 

CLIL VOOB8TEL. 

Door W. van Haarst. 

Een vlak en eene lijn zijn monodmetrtsch met de verhouding 
1 y i i 1 gegeven ; men vraagt , een vlak te construeren , dat 
door de gegevene lijn gaat en loodrecht op hel gegeven vlak 
staal. 

Opgelost door W. van Haarst en C. Lely. 
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Oplossïko win W. van Haabst. 
(Zie fig. 58.) Bij de assen verhoud ing 1, J, 1 moeten de 
assen onder de hoeken XOZ = 97° 1 1 ' en XOY = TOZ = 
J31°25' elkander ontmoeten, zoodat bet verlengde van OY 
den hoek XOZ middendoordeelt. Zij nu AA f A s het gegevene 
vlak en BC de gegevene lijn, waarvan dus BC, de pro- 
jectie op het vlak XOY is. Jndien men dan uit eenig punt 
der lijn eene loodlijn op het vlak neerlaat, dan zal het vlak, 
dat door de gegevene lijn en de loodlijn gebracht kan worden, 
blijkbaar het gevraagde vlak zijn. Bovendien is het klaar 
dat de bedoelde loodlijn evenwijdig moet zijn met de loodlijn, 
die men uit den oorsprong op hel vlak kan neerlaten, waarom 
wij beginnen met deze Ie construeren. Daartoe slaan wij het 
vlak AOA { om AO op het vlak van teekening neer, hetwelk 
verkregen wordt door Oa { loodrecht op AO en Oa t = 20 A, 
te nemen, dan is \a t de neergeslagen doorgang AA,. Laten 
wy vervolgens uit O eene loodlijn Od op ka { neer, dan zal 
men, door 4D evenwijdig aan a i k { te trekken, hpt voelpunt 
D en dus DO die loodlijn zelf in perspectief bekomen, terwijl 
dan A a D de loodlyu wordt, welke men uil A 3 op AA, kan 
neerlaten en waarin dus hel voelpunt van de loodlijn OS 
moet zijn gelegen. Construeren wy op gelijke wijze de uit 
A, op AA, neergelalene loodlyn A t E t waarbij men de op het 
papier neergeslagene doorgang A«r g verkrijgt, door Oa È loodrecht 
op OX te zetten en 0oi = 0A 3 te nemen. Het snijpunt S 
van A*D en A { E is dan het voetpunt en bygevolg OS de 
loodlyn zelve» De lijn GQ door het punt P van de Ujn CB 
evenwijdig met OS getrokken, slaat dus mede loodrecht op 
het gegevene vlak AAjA* Trekt men voorts uit de horizon- 
tale projectie P, van het punt P de lijn P 4 Q evenwijdig met 
DO, de projectie van OS, dan is Q het punt waarin de lood- 
lyn GQ het vlak XOY ontmoet. Dit punt en het punt B 
zijn alzoo punlen van den doorgang IV van het gevraagde vlak 
met het vlak XOY en daar G bet punt is , waar de gegevene 
l\jn BC het vlak YOZ snydt, zoo moet FV de doorgang van het 
gevraagde vlak daarmede zyn, terwyl MN die roet het vlak XOZ is. 
CLXII. Voorstel. 
Door W. vam Haabst. 
Bij óezclfd* perspectief alt in het vorig roorftel wtV een ge- 
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geven punt eene loodlijn op eene gegevene lijn te laten vallen. 

Opgelost door W. van Raarst cm C. Lelt. 
Oplossing van W. tan Haarst. 

(Zie flg. 59.) Laai P het gegevene punt en BC de gegevene 
lyn zyn, die in C door bet vlak YOZ en in B door het vlak XOT 
gaal, zoodal BC, hare projectie op het laatste vlak is. Om dan 
hel vlak Ie vinden, dal door BC en het punt P gebracht kan 
worden, nemen wy eenig punt D in de lyn BC en trekken 
door hare projectie D 4 en die van hel punt P, dat is doorP |9 
de lyn EF„ welke dan de projectie is van de lijn EF, die 
door P gaande, BC in D snydt. liet bedoelde vlak is dan 
AA 4 A lt waarvan AA 4 door B en E, A 4 A 2 door Cen AA a doorF 
moet gaan. Om nu in dil vlak uit P eene loodlijn op BC 
neer te kunnen laten, zullen wy bet vlak AA f A 8 met de lyn 
BC en het punt P om den doorgang Aa op het vlak van teeke- 
ning moeten neerslaan, nadat dit eerst met den doorgang AA f 
om de as AO zelf is geschied. Dit laatste doen wij even als 
in het vorige voorstel en construeeren even als daar het 
standvlak A 9 IO. Trekken wy nu door P de lijn CU even- 
wydig aan A 2 I en vervolgens UG 1 evenwijdig aan 01, dan is 
G11G 1 mede een vlak dat loodrecht door AA f gaal. Nu komt 
blijkbaar II in h en dus P 4 in p { te liggen, d*ar HA en P,p f 
evenwydig aan «A, getrokken zijn. Door dan op de gewone 
wijze mp l = PP, en hp =z hm te nemen, zal de ligging p van 
het tweemaal neergeslagen punt P gevonden zijn. 

Om vervolgens de ligging van de lijn BC na hel neerslaan 
te bepalen, merken wij op, dat het punt B in b komt, terwijl 
wij, door c i C i evenwydig aan a\ { te trekken, de plaats van 
0j vinden. Trekken wij voorts, even als boven, c 4 c loodrecht 
door a\ en tfjUssCfC loodrecht op deze, dan hebben wy 
slechts c* = m te maken, om het punt c en alzoo de geheele 
lyn bc Ie verkrygen. Door üu uil p eene loodlyn op Ac neer te 
laten, wordt hel voetpunt q en diens hoogte qt boven het vlak 
XOT bekend. Is dan c i f l =.qt genomen en fjQ evenwijdig 
aan BC, getrokken, zoo wordt PQ de gevraagde loodlyn. 
CLXIII. Voorstel. 
Door W. tan Haarst. 

Van Schooten heeft eenige reeksen van samengestelde getal- 
len gegeven, waarbij dé geheelen met de éénJieid en de tellers 
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en de noemers respectivelijk met gelijke verschillen opklimmen, 
en die, tot ongebruikelijke breuken herleid, de eigenschap 
hebben, dat indien de teller en de noemer de verhouding van 
de rechthoekstijden eens driehoeks voorstellen, de hypotenuse 
een geheel getal wordt. Men vraagt eene formule , waaruit 
men soovele tulke reeksen kan afleiden, als men goedvindt. 

Opgelost door W. tan Haarst. 

Oplossing van W. van Haarst. 

Stellen wy s f +y* = **, dan is ** = s* — y*=(H-y)(* — y) 

en nemen wy hierin *-hy = 2p* en s — y = 2q*, dan 

wordt **= 4p*j f een kwadraat en «r=p*+9* en yznp 1 — 9*. 

Om dan bedoelde reeksen te verkrijgen, zal men geschikte 

p* — g % 
waarden voor r — — — moeten vinden. Stellen wy hierin 

2pq 

^=1, dan is ____ = _ . . (a) 

en nu zal het er op aankomen, om aan p zulke waarden te 
geven, dal 2p op den eersten term des tellers p geeft, want 
dan zullen bij de samengestelde getallen, waaruil de reeks 
moet bestaan, de geheelen met de eenheid kunnen opklimmen. 
Nu bereikt men in dil geval' gemakkelyk dal doel en wel 
op Iwee wyzen, namelijk: door p = 2m en door p = 2i»± 1 
te stellen. Is p = 2m, dan wordt de breuk 
(2m-M)(2m — 1) 1 

' = IW— — , 

4m km 

of wel, m door » + 1 te vervangen , n + 7- -». Voor 

» = 0, 1, 2, 3, 4 enz. ontstaat de reeks 8 / 4 , l 7 / 8 , 2 n / i8l 
3 16 /i6' * l9 /so enz -> waarin de tellers zoowel als de noemers 
mei 4 opklimmen. Stellen wy p = 2m -f- 1 , dan wordt de 

algemeene term tn h- = m f 1 + 7? — — r ] 

2m -h 1 \ 2m-h 1/ 

en deze geeft de reeks voor m= 1, 2, 3, 4, 5 enz., 1%, 

2 9 /ö' 3 8 /7> 4V 9 , 5%, enz. Voor p = 2m— 1 komt men 

natuurlijk op dezelfde reeks. 

Nemen wij in den oorspronkely ken vorm 9 = 2, dan wordt 

«* — 4 (n-U2Up — 2) 

hij ^— — = ~ f^ ■• Hierdoor zal men weder Iwee 

4p 4p 
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reeksen bekomen, door p = 4m-f-l en p = 4m — 1 Ie nemen. 

In het eerste geval wordt de vorm: 

(4m— l)(4mH-3) _ km — 3 

4(4ir+TT) ~ m + 4 (4m 4- 1) 

. . J (4»i-+- l)(4»/t— 3) f 12« — 7 

en in hel tweede: — — i — rr = »* — 14- 777 r % 

4(4m — 1) 4(4m— 1) 

of door in deze n voor (m — 1) te schrijven: n+ , ^ . 

Wy hebben dan voor m = 1, 2, 3, 4, 5 enz. l 1 /»» 2 Y«e> 
39 /«. * 18 /6s» *"/■» enï -> en voor * = 0» 1, 2, 3, 4 enz. 
V«. »"/»• 2»/^. 3*Veo. 4*/w enz. 
Door in den vorm (a) $ = 3 te stellen, wordt hy : 

welke voor p = 6m -f- 1 in 

2(3m— l)(3w4-2) _ 3m — 4 

3 (0» -h 1) — m + 3 (6m + 1) 

en voor p = 6w — 1 in 

2(3w4-l)(3ffl — 2) _ _ l5m — 7 15n + 8 

3(6«— 1) ~ m + 3(6m— 1) — 3(6wH-5) 

overgaat en waaruil voor m= 1 , 2, 3, 4, 5 enz. de reeks 

i9 /n> 2y w , 3 V 57f 4*/ 7ftl 5"/ 9 , enz. en voor » = 0, 1, 2, 

3, 4 enz. de reeks % 5 , 1 */„, 2'7 M , 3»/ w , 6«/ w enz. 

ontstaan. 

Na is het gemakkelijk uit het vorige de algemeene vormen 

af te leiden, waarin alle genoemde reeksen begrepen zyn. 

p* — q l o t 

Immers, stellen wij in den vorm r —z , p=2ifi, + l 

en p = 2mq — 1, dan vinden wij voor de eorsle waarde: 
4mV -Mmg-M— 9 1 _ m 2mq + l — q* fe 
2q(2mq+l) ~ "*" 2g (2m, -f 1) ' W 

en voor de tweede: 

4my — 4i*y-t-l — ?» _ (2*g — l)(2g — 1) — q* 

___ _m~H- 2,(2.1,-1) 

(2f> , -h2g-l) (2g -l)-? 8 ,. 

= ,l + «,(2^ + 2,-1) - (C) 

De vormen (b) en (c) stellen ons alzoo in staat zooveel 
reeksen te vinden als wij goedvinden. Voor q =r 1 , 2 en 3 
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komen de bovengevondene (e voorschijn. Nemen wij j=i 4, 

a Jl/n 8m — 15 ,, 8n + 33 ^ 

dan wordt (b): .^^^ en (c): ■+gj 5pF?r D« 

geven de reeksen «/*, 1 M / 19) , 2t«/ 184 , 3™/ 948 , 4*7 8ia 
enz. en 65 / 7tt 2V 136 » 3 ö /«oo. * 17 /264» 5 a5 / 8a8 enz., waarbij 
de tellers met 8 en de noemers met 64 opklimmen. 

Tot laatste voorbeeld zy q = 5, dan hebben wij de beide 
5m — 12 , 45»-t-28 ... . 

VOrmen m + 50Ö^Ti) ^ n + 5(l0n + 9)' d,e de re6k " 
«en w/55. I iw /i05. 3Vi55- 4%05t 5«/ a55 enz. en»/ tt , 
l 78 /95. 2*«/i45, 3«/ lilf 4»% 45 enz. geven. 

Het is even gemakkelijk reeksen te verkrijgen , waardoor 
men gelallen voor de hvpolhenusa en een der rechlhoeksztfden 

verkrijgt, want dan moet - = £-5 — — zijn. Stelt men derhalve, 

even als boven, p = 2mq -M en p = 2w^ — 1, dan vindt men: 
2m?-4-H-g» fin (2f.y-h2g-l)(2 7 -l) + 9 ' 

"*" 2y (2»f 4-1) "*" 2q (2nq + 2^—1) 

!s nu 9 r= 1 , dan geven de vormen 

, «-hl . » + l 

■ + sm cn • + s+ï 

dezelfde reeks, namelijk 1 Va» 2 8 /&» 8 Vu *%» 5 %* enï ' 
Is echter 9 = 2, dan hebben wij 

4 ?k4-5 12n4-13 

m " h 4(4^T7) 6n n + 4(4n + 3) f 
de beide reeksen 1 %>. 2*%,, »"/«. * fl /6S> 5 iB /s4 enz. 
en »/„, 1»/» 2«/«. 3 «Aa, 4«/ 76 enz. 
Geheel andere reeksen kan men nog verkrijgen door 

f «* «I* rt* 

-=~ — ^1 te nemen, want dan kan men dezen schrijven 
y p 1 - ï* 

2*' 2 

1 H — r- 2 — • . Voor q =: 1, 2, 3 enz. wordt hij 1 +-r — it 
P — 9' P — x 

8 18 

1 + -- — - , 1 + %_q cn ** en deze geven de reeksen 

1%. 1%. iy«t »%•• iy««-. 1 •/..«•/«. 1 •/«. 

l 8 /«. !•/« enz. en 1*%, 1 "/.e. l 18 /sr. l 18 Ao. * l8 /«. 
enz. Ook van deze soort kan men derhalve zoo veel reeksen 
vinden als men verkiest. 
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Aanteekening. Van Schooten deelt deze reeksen mede in 
de Zesde Afdeeling van het Vijfde Boek der Mathematische 
Oefeningen, in 1660 te Amsterdam uitgegeven, en zegt dat de 
twee reeksen , voor de onderstelling q = 1 en p = 2m of 
= 2m-|-l, hier medegedeeld, zijn gegeven door Stifel in 
zyne verklaring van de Algebra van Cubistoffel Rudolf en 
zes andere daarenboven door Smok Jacobs van Coburg , en 
dat deze verklaard had nog meerdere te kunnen geven, maar 
de wijze van opsporing niet leert. Van Sghooten deelt daarop 
mede eene wyze van opsporing van Njcolaas Hi'berts van 
Peb8ijn, welke uit de bekende reeksen schijnt afgeleid, en niet 
zeer duidelyk voorgesteld» gelijke uilkomsten voor bijzondere 
onderstellingen met de hier gegevene algeroeeue methode oplevert- 

Red. 
CLXIV. Voorstel. (*) 
Door L. van Zanten Jz. 

Een stoffelijk punt wordt met eene snelheid q in de richting 
OX geworpen, en aangetrokken met eene kracht, evenwijdig aan 
den afstand, door een punt , dat zich eenparig beweegt in de 
richting OY, welke loodrecht is op de richting OX. Frage 
naar de ligging van het stoffelijk punt, als zijne beweging 
evenwijdig wordt aan OY? 

Opgelost door L. van Zanten Jz. en H. A. Lorentz. 
Oplossing van L. van Zanten Jz. 

Nemen wy OX en OY als coördinaten-assen. Laat bij den 
aanvang der beweging het aantrekkende punt op een afstand 
o van den oorsprong zich bevinden, en eene snelheid 0' heb- 
ben, dan zyn na t tydseenheden zyne coördinaten: | = 0» 
jy = P'/4-a. Zyn op heizelfde lydslip de coördinaten van 
bet aangetrokken punt s en y, dan is hun afstand : 

r=y{{n — y)*-h**}. 
Zy de aantrekking op de eenheid van afstand u>, dan vindt 
men voor de onlbondenen der aantrekking in de richting der s 

en der y: u % rx = — u % s en u a rx - — ■ 

* r 

d l s 
derhalve TT~ — ***• • • •• O 

(*) Bit en het rolgcad foortttl ii oatlttad tan Juu.it*, BroUèmeêi* 

JMftMtfOf. 
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j£ = n«<« + 0'l- f > (2) 

2ds d*s n . du 

ds 1 
omdat voor 1 = 0, jr = en t- = is. 

at 

uds 

BgSin~=z±ut, s=z-Si*ut. .... (3) 

Stel in (2): y -=.A Sinut + B Cos ut, 

dan vindt men: 

A = ƒ m (a + 0'<) Cosutdt, B=z fu (a -*- /3'<) £ïw «I dl f 

S' 
^=r(a + 0'l)$inu<+- CiM«f + A ft9 

B=z(a+P't)Cosut— i --Sinia + B i9 

dus y=.(a + j3'l)H-^4 Smul -f- JB f Cos ut ... (4) 

0' 
of y = a + 0'* — — Sinut— a Cos ui, 

du 
omdat voor * = 0, y en — = zyn. 

Zal nu de beweging evenwijdig aan OT worden, dan moet 
de raaklijn aan de baan loodrecht op OX staan, en dus: 

2=~ < 6 > 

„ . du dy ds 0' — 0' Cos ut + au Sin ut 

RQ1S: dï-dï'di- JCoTul ' 

welke waarde alleen aan (5) kan voldoen, ingeval Cos ut = 

x 

is. Hieruit volgt t = — , s* = - , 



: i-2. = • + !!.(*_: 



GLXV. Voorstel. 
Door L. van Zanten Jz. 
Een projectiel beschrijft eene parabel Be meetkundige 
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plaats der snijpunten van twee raaklijnen aan twee punten der 
baan , waar de snelheden een standvastig product hebben , is 
een cirkel, die het brandpunt der parabel tot middelpunt heeft. 
Men vraagt hel bewijs. 

Opgelost door L. va» Zanten Jz. , C. Lelt, C de Haas en 
H. A. Loüentz. 

Oplossing van L. vak Zakten Jz. 

Nemen wy do X-as horizontaal en de Y-as vertikaal naar 
beneden aan, dan zal de beweging van het projectiel in de 
richliog der s eenparig, die in de richting der y eenparig 
versnellend zyn; wy hebben das: 

d*s 

5r=° <«> 

9-=s • • ■ •- < 2 > 

en voor de parabel: * 1 = 2py.' (3) 

ds du d*s /7fc\» d*y 

dus: ^-=Pj r •jF+tri =P dF> 

hierin de waarden uit (1) en (2) gesubstitueerd : 
/ds\* ds 
UJ =».*■= UW («) 

Nu is: 

i-a-n + ?)**= ^^» 

Laten nu (* t , y 4 ) en (*a, y % ) punten zyn, die aan de voor- 
waarde voldoen, dat * f X v* = C (constant) is. Dan volgt uit 
(5) en (3), als (ar, y) het snijpunt der bedoelde raaklijnen is: 

P P 

of f , +P l h , +V) + VV = 7? • • • (8) 

**t=Ky+yi) *i(^4-*i)=2p(y+y 4 ) 

*(*i-*j)=P(yi— y«)=J(*i f — *«*) *t*«=2py ... (7) 

S»ar|+# t wf+sfsst— %• . (8) 

De waarden uit (7) en (8) in (6) gesubstitueerd geven, 



V 
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p* + 4p*(*» - py) + 4pV = <L F 



p 1 -f-y f -py=i(jr-P 1 )* 



zijnde de vergelijking eens cirkels, die zijn middelpunt beeft 
op de Y-as op een afstand \p van den oorsprong, dus in het 
brandpunt der parabel. 

Oplossing van H. A. Lorbntz. 
De snelheid, die het projectiel in eenig punt der parabei 
heeft, zoo als bekend is: 

_ a 

v ~Sm^ f 

waarin a, de horizontale component der snelheid, dus voor 
ieder punt dezelfde grootheid , is en den hoek voorstelt, 
dien de raaklijn aan de parabel met de as maakt. Beschou- 
wen wij dus twee punten der parabel, die op de in het 
vraagstuk aangewezen manier bij elkander behooren, dan is 

a 
voor het eerste punt r 4 = . ■ 

Sm <p i 

en voor het tweede punt r a = „. . 

r " Sm <p % 

en de voorwaarde * { r s =p, waarin p een constante is, kan 
nu vervangen worden door: 



Sin<f i Sin^ P * 

of SinÓ^in^zzi— (i) 

P 
(Zie fig. 60.) Zy nu F het brandpunt der parabel, T de 

top, dus TEJ.FT de raaklijn aan den top. Laat verder CA. 
en DB twee by elka&r behoorende raaklynen zyn, waarvoor 
de voorwaarde (1) geldt; vereenigt men dan F met de punten 
A en B waar die raaküjnen TE snijden» dan staan FA en FB 
loodrecht op de raaküjnen. 

Dieruil volgt dat, wanneer de raaklynen eikair in P snyden, 
om den vierhoek FAPB een cirkel kan beschreven worden en 
dat FP een middellyn van dien cirkel is. Nu is klaarblijkelijk 

ZJkPF = Z_ABF en Z_FAP = 90*=/_FTB ? 
dus zijn de driehoeken APF en TBF gelijkvormig, waaruit volgt: 
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PF:BF = AF:FT, 

FT 



™ AFxBF 
dus: PF=— — — . ... 7 .... (2) 



Nu is echter L FAT = <p i en L FBT = <p % , dus **v 

TF m TF 

AFzr ^. - , BF=— : , 

tfm <P t * Sin <p % 

Hierdoor gaat (2) over in: 



PF = 



TF 



SinQiSinQi 
of (1) in aanmerking genomen: 

p.TF 
a 1 
Daar hierin geen grootheden voorkomen, die van den 
bgzonderen stand der raaklijnen afhangen, is PF constant* 
en dus de meetkundige plaats van P een cirkel , met F lot 
middelpunt. Wij hebben in hel bovenstaande de twee punten 
der baan aan verschillende kanten van de as genomen; maar 
ook, vanneer zij aan dezelfde zyde liggen, gaat de redeneering 
door en vindt men denzelfden cirkel. 

CLXVI. Voorstel. 
Door J. H. Scheper. 
De verhouding van het aantal der onderlinge snijpunten van 
de verlengde diagonalen en zijden eens veelhoeks binnen , — 
en het aantal der onderlinge snijpunten van de verlengde 
diagonalen en zijden, builen — zijn omtrek, (mits de veelhoek 
geene inspringende hoeken hebbe) is die van 1 1 2. Men vraagt 
dit in het algemeen voor den n-hoek te bewijien en f ter toelich- 
ting $ ^j den regelmatigen zeshoek aantetoonen. 
Opgelost door J. H. Scheper. 

Oplossing van J. H. Scheper. 
1. Als bekend wordt aangenomen: 
a. dat p willekeurige lijnen, gelegen in een plat vlak, zich in 

4/>.(p-D («) 

punten snijden; 

6. dat elk hoekpunt van een n-hoek, [waarin de (»— »3) 
diagonalen en de twee aangrenzende zyden (in 't geheel 
(»— l)r=p lynen) te zamen komen en verlengd zynde, zich 
snijden J naar aanleiding van (et), als een i(n — 1) (n — 2)- 
voudig punt moet beschouwd worden en dit aantal bpgeloste 

is 
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enkelvoudige punten voor een n-hoek alzoo bedraagt, 

Jn(n — l)(n — 2) (P) 

ponten; 

c. dat van oen n-hoek het gelal z\jden en diagonalen 
bedraagt \n(n — l)==p lyncn, die , verlengd zijnde, zich 
dus zullen snijden in 

{n(n-l){n(n — 1) — 2| (r) 

punten en 

dL dat bijgevolg het aantal snijpunten, waarin deze verlengde 
diagonalen en zijden zich binnen en buiten den omtrek eens 
n-hoek snyden, zal zyn: 

2. Dit vooropgesteld, zal het er slechts op aankomen in 't 
algemeen te bewyzen, dat het geul S dier punten, die 
binnen den n- hoek liggen (en alleen door de onderlinge *ny- 
ding der diagonalen kunnen ontslaan) moet bedragen: 

o _ n(n-l)(n-2)(n-3) , ,, 

want is dit zoo, dan is het getal der buiten den omtrek gele* 
gen punten 

w - w= t ft=Jifc=3a=3 , . . . (0 

en zal daarmede de gestelde verhouding van binnen- en builen- 
punten =1:2, bewezen zijn. 

3. Om dit in 't algemeen aantetoonen, zij hiertoe (fig. 61) 
een gedeelte van een n-hoek, waarvan de uitspringende hoek* 
punten door A {9 A f , A 3 enz. A„_ 8t A«_i en A» worden 
voorgesteld; dan is het duidelyk dal uit elk der beide eerste 
hoekpunten A f en A i9 (n—3 ) diagonalen naar de overige 
hoekpunten zullen kunnen getrokken worden en dit gelal by 
en uit elk der volgende hoekpunten A,, A 4 enz. A M — s en 
A*_a, naar al de overige getrokken, achtereenvolgens met 
1 diagonaal verminderen zal, en die laatste diagonaal zal 
zyn, de lijn die de hoekpunten A,_s en A„ verbindt. 

4. Nu zal men terstond ontdekken dat de (n— 3) diagonalen, 
die utt A ft naar de overige hoekpunten A, tot en met A„_i, 
getrokken zyn, door die uit A 9 naar A 4 tot en met A„, achter- 
eenvolgens gesneden worden in de volgende reeks van punten, als: 
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A f A 3 , door A a A 4 in l punt. 

A 4 A 3 en A|A 4 , door A a \ 5 » • » 2 ponten. 

A|A 89 Aj4 4 en A^a, door A a \ 6 • • • . • 3 » 

enz. 

A 4 A 3 tot en roet A l A a « 4 , door A 9 A*_ S » (» — 6) » 

A 4 A 3 » » » A^n-si » A 9 \„_s »(n— 5) » 

A|A 3 » » » AfA»-s, •» A 9 A,i-.i » (n — 4) » 

en eindelijk: 

A,A 3 n » » A^-i, » A a A„_i » (n — 3) * (*) 

Det aantal snijpunten dezer (n — 3) diagonalen uit A 4 door 
de (n — 3) uit A 9 bedraagt dus, (omdat de verkregen reeks uit 
(n — 3) termen bestaat), i(n — 2)(* — 3). . . : . # (A) 
punten. 

5. Let men nu in fig. 81 op, dal door bet trekken der 
diagonalen A i en A a , er van het hoekpunt A 4 af tot en met 
het hoekpunt A«_i, telkens een koppel van twee diagonalen 
byeenkomt en dat het getal der diagonalen, die nu uit A 3 tot 
en met A„ kunnen gelrokken worden, bedraagt (n — 4), dan 
zal het aantal snypunlen der diagonalen uit A i en A s , gesne- 
den' door die uit A 3 , alsnu bedragen: 
2(1+2+ enz. +(»- 3) + (n — 4))=§(n— 3X« — 4).(B) 

Evenzoo zal men vinden dat dit getal snijpunten, ontstaan 
door de diagonalen die uit A,, A 9 en A 3 getrokken zijn en 
door de (n — 5) diagonalen die men alsnu uit A 4 naar A 6 
tot en met A„ moet trekken, gesneden worden , daarby (zie 
de fig. 61) opmerkende dat er nu van het snijpunt A 5 af tot en 
met A«_i telkens een koppel van drie diagonalen bijeenkomt, 
bedraagt : 
3(1+2+ enz. + (n — 4) + (n-5)) = f(n-4Xn-6).(C) 

Aldus voort redeneerende, zal men voor de volgende snijpun- 
ten vinden als: 

(*) 't Ii duidelijk dat het aantal snijpunten met dat der getrokken 
diagonalen AjA 3 , AfA 4 en*, tot en met AjAn—s, overeenkomt en (men 
latte er op) twee eenheden minder bedraagt dan het cijfer van den laattten 
index van do laatste letter A der laatêt getrokken diagonaal. Ia die laatst 
getrokken diagonaal dua AjA (•—*), dan aal bijgevolg het aantal hiertoe 
behoorende snijpunten in 't algemeen ign » — (* -*•£)♦ Ia nn x«"4 # 8, 
8 of 1, dan syn ten slotte de vier laatste aantallen snypnnten van Af Aa 
tot en met At Ac*—*) door Af,A*« (*+!), («~ 6), (» — 5), (« — 4) tn 

18* 
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Voor de diagonalen getrokken uit A |t A 4 , A 8 en A 4 , gesneden 
door de (* — 6) uit A 5 naar A 7 lot en met A w9 
4(l + 2 + enz.+(n-6) + (n-6)) = £(n-5Xn — 6);(D) 

Voor die getrokken uit A t , A 2 , A t9 A 4 en A ö door de 
(n — 7) uit A 6 naar A 8 lot en met A«, 
6(1+2+ enz. + (n-6) + (n- 7))=£(»--6)(n---7).(E) 
enz. 

in welke waarden (A), (B) . . . (E) de wet van opvolging 
allerduidelijkst is en niet minder, dat de laatste som dezer 
snijpunten zal verkregen worden door de snijding der (n — 3) 
diagonalen die bij het hoekpunt A n _i Ie zamen komen en 
der laatste en eenig overblijvende diagonaal die de hoekpunten 
A»_s en A„ verbindt , dit getal punten of de laatste term 
der reeks zal zijn (n — 3); voorts het getal termen dier reeks 
insgelijks zal bedragen (n — 3) en ten slotte het gezamen- 
lijk getal binnen snijpunten zal verkregen worden door het 
sommeren dier termen. 

0. Men kan zich de moeite getroosten en die som regtstreek* 
afleiden uit de verkregen termen (A), (B), (G) enz., doch opge- 
merkt hebbende dat de laatste term er van is (»-— 3) en dus 
vermoedelijk, en als werkelijk hel geval is, de laatste termen 
eenvoudiger zullen zijn, vange men die reeks liever aan te 
beginnen met dien term (n — 3). 

Die laatste termen komen terstond door de volgende be- 
schouwing voor den dag; immers wanneer van de volgende 
drie ryen grootheden, als: 
K rij (n — 3), (n — 4), (n — 5), enz. 

2* * I tl I I A « A * I A «M» 

■ \ t % 9 I r*» "~a — f 

3«. » *(*-2Xa~«), Kn-.3X»-4), f(«-4Xn-5) » 
van elke groep van drie dezer grootheden de letters A der 
2de ry, die boven de dwarsslreep geplaatst zijn, de diagona- 
len voorstellen , die uil de hoekpunten, door die letters aan- 
geduid, naar al de overige kunnen getrokken worden — en de 
letters die onder do strepen staan , bet aantal diagonalen (in 
de 1'te ry vermeld), waardoor de eersten gesneden worden; 
voorts die der 3<h rij het aantal der door die snijding gevon- 
den punten , dan zal het dadelyk in 't oog vallen , hoe elke 
dezer laatste grootheden of termen der reeks (A), (B), (C), 
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enz., uil de Iwee grootbeden die er boven geplaatst xyn , is 
ar te leiden en dat het algemeen schema dezer groepen zal zgn- 

(»-*) (I) 

Ai^a ^(jg^g) • gs 

Ax— . 1 

^^ (»-(•- !))(»-•) W 

6. Uit hetgeen in de paragrafen 4 en 5 hierboven, omtrent 
het van (n — 3) diagonalen af telkens verminderen met 1 
tot op eene enkele diagonaal gezegd is, zal het nu duidelijk 
z\jn, dat om de achtereenvolgende termen, beginnende met 
den laatsfen term der reeks (A), (B), (G) enz. , to verkrijgen, 
men slechts in (1) van 't bovenstaand schema, achtereen- 
volgens (n — x) = 1 , 2, 3 enz. behoeft te stellen , en de hier- 
door verkregen waarden van s = (n — 1), (n — 2), (n — 8) 
enz. achtereenvolgens in (3) van 't schema moet substitueren. 
Zulks doende, verkrijgt men de volgeode meer eenvoudige 
reeks als: 

(n-3), 3(n — 4), 6(n — 5), 10(n — 6) enz. • (B) 
in welke waarden de wet van opvolgiog weder terstond in 't 
oog valt. 

Men zal zich gemakkelijk overtuigen dat die reeks is van 
den 3 deB rang, hebbende tot: 

1°. eersten term a= (n — 3), 

2o. » » der l«te Versch. . . A = (2n — 9), 
3°. » » » 2*« » . . . . B== (n — 9) en 

4°. gelijke termen » 3*» » » • . . C = — 3. 
Substituerende deze waarden in de bekende formule voor 
de som S van s termen (hier = (n — 3)) eener hoogere reeks, 
dan komt er: 

9= fr=i>. ( .- 3)+ («7 3)(w lV - 9 > - 

(<t ,3)(n-4)(n~6)(n~6) 
1.2.5.4*' 
Boor verdrijving der breuken, werkelijke vermenigvuldiging 
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en voreeniging der gelijkslachtige termen, wordt hieruit 
gemakkelijk gevonden: 

24S =rn* — 6n* -f- 4n» — 6» 
en hieruit wederom even gemakkelijk afgeleid: 
t»(n-])(n-2)(n-3 ) 
""1.2.3.4' 
hetgeen, blijkens hetgeen in paragraaf 2 vermeld' is, slechts 
moest worden geconstateerd, om het gestelde in 't onderhavig 
voorstel buiten twyfel te stellen; en welke waarde voor S, 
doch langs veel omslachtiger weg, ook zou verkregen zijn door 
het sommeren der termen (A), (B), (G) enz. der eerst verkre- 
gen reeks. 

8. Het voorgedragene op een regelmaligen zeshoek toepas- 
sende, vindt men: 

1°. door formule (y) voor de gezamenlijke 
snijpunten «105 punten. 

2°. door formule (0) voor de 6 /wwvoudige 
hoekpunten, ontstaan door de 5 lijnen die zich 
in elk der C hoekpunten snijden 60 • 

dus: 

3°. voor de binnen- en buitenpunlea te zamen 45 • 
en naar aanleiding der bewezen verhouding voor een zeshoek, 
regelmatig of niet, gevende: 

15 binnen- en 

30 fttti/ewpunten. 

en in fig. 62, voorstellende de verlengde zijden en diagonalen 

eens regelmaligen zeshoeks ABCDEF, gevonden worden, indien 

men in aanmerking neemt dat daarbij moet beschouwd worden: 

1°. het middelpunt O des veelhoeks, waarin zich de 3 
diagopaal-middellijnen snijden als een drievoudig punt; 

2°. de punten, waarin zich de 3 groepen, elke van 3 even- 
wijdige lijnen (elke groep ontstaan door 2 overstaande even- 
wydige zijden en tusschen gelegen diagonaal-middelen) zich 
snijden, als 3 op oneindigen afstand gelegen drievoudige punten 
en die alzoo (e zamen als Q afzonderlijke punten moeten geteld 
worden, en 

3°. elke der 3 groepen van 2 evenwijdige diagonalen, 
(elke groep ontstaan door verbinding der uileinden van 2 
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tegenoverstaande evenwijdige zijden) zich op oneindigen abtand 
te snijden en alzoo nog 3 afzonderlijke punten Ie geven. 
Men verkrijgt dan met behulp der fig. voor : 

a. Dinnenpunten: 

voor het drievoudig middelpunt . • . . V . . . 3 punten, 
voor de punten gelegen op den omtrek van den 
binnen-zeshoek abcdef ? ... 12 » 

te zamen 15 » 

b. Buitenpunlen: 

voor de 3 in 2°. vermelde en op oneindigen afstand 

gelegen drievoudige punten • , Y • » 9 punten. 

voor de 3 in 3°. vermelde en op oneindigen afstand 

gelegen enkele punten 7 3 » 

voor de symmetriek gelegen punten V 12 » 

»» » » » B' . • 7 . • 8 » 

te zamen 30 » 

Overeenstemmende met de vooropgestelde en bewezen ver- 
houding van 1 : 2 dier punten. 

CLXV1I. Voorstel. 
Door J. C. Egeb. 

De middellijn 2r eens cirkels is in twee deelen gedeeld, die 
tol elkander in rede staan als p:q. Op elk dezer deelen, als 
middellijn oenomen % is weder een cirkel beschreven en aan deze 
beide laatstgenoemde cirkels eene gemeenschappelijke raaklijn ge- 
trokken, die den groolen cirkel in twee punten snijdt. Men vraagt 
de lengte dezer koorde te berekenen 9 uitgedrukt in den straal 
des grooten cirkeb. 

Opgelost door J. C. Eger, C. Lelt en G. J. D. Modnier. 
Oplossing van J. C. Eger en G. J. D. Houwer. 

In fig. 63 zy'n M, K en L de middelpunten van den grooten 
en de beide kleine cirkels. Trekt men nu uit een punt A in 
de verlengde van de middellijn BD gemeenschappelijke raak* 
l\jnen tot de twee kleinere cirkels, de eene boven, de andere 
beneden de middellijn, dan zullen deze raakl'ynen gelijke richting 
ten opzichte van de middellgn BU.en gelijke lengte hebben» 
omdat de middelpunten der beide aangeraakte cirkels op de 
middellyn van den grooten cirkel liggen. Wy behoeven dos 
slechts de lengte van ééne dezer raaklynen te bepalen, of wel 
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de lengte van dat gedeelte, hetwelk binnen den omtrek des 
groolen cirkels zal liggen, de lengte van de koorde HE. 
Zij nu BM = r, BK : CL= p : q (p en q zijn getallen) , 

dan is: BK = -£i- , CL = ~^-. 

P + 9 P+<1 

Trekt men uit G evenwijdig aan ABD eene lyn welke CF 
snijde in N, dan is: 

AK : GK = GN : FN = KL : FL — LN = KL : FL — GK , 

-E- r 
derhalve: AK = BK ' KL - ' + *' - ^ 



FL — BK gr pr g — p 

p~Tq"~p+q 
Nu vindt men wyders: 

2p»r 



AB = AK-BK = 



ï'-P*' 



DAG=aAK-aKG= ( -^^ r; AG = - 5 ^L- t |/ M , 

AH = AB + BM s= ( f!±i!2l. 

ï'— P' 
Trekt men MO evenwijdig aan KG, dan is: 

tA _ AM.AG , _ , (p i +q t )^p q 

A0 -~aT-- (^-^(P+i)' 

Ruis AO:MO = AG:GK, derhalve MO = r. p +, % > 

(P •+■ «)* 
en eindelijk. EH = 2EO = (daar □ EO = O EM — O MO) 

Er is nog eene derde gemeenschappelijke raaklyn der twee 
cirkels BGC en CFD , welke in G loodrecht staat op ABD : 
de lengte van de koorde, voor zooverre die raaklijn binnen 
den cirkel valt, daar het vierkant op de halve lengte gelijk is 
aan den rechthoek onder de middellonen der twee kleinere 

cirkels BC en CD, is = J— L?. r# 

P+H 
CLXVIII. Voobstbl. 

Door J. W. Tesch. 

In een gegeven driehoek ABC eene lijn te trekken, die AB 
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in D en AC in E snijde, zoo dat de stukken BD, CE en DE 
gelijk zijn of eene gegeven verhouding hebben. 

Opgelost door J. W. Tesch , C. Lelt en H. A. Lorentz. 
Oplossing van J. W. Tesch. 

Laat gegeven zijn, dat tusschen de stukken BD = s , CE = y 
en DE = s de verhouding moet bestaan 

waarin p,q*r drie gegeven lijnen of gelalleti voorstellen. 
(Zie fig. 64.) Neem AG =-6 en beschrijf uit G met 

GH =-6 tol straal een cirkelboog, snijdende CB in H. Trek 

9 
GH en GC, vervolgens BF//GH; FE //GA en ED//BF, dan 

zyn BD, DE en EC de gevraagde stukken. 

Immers : CF : CG = BF : GH 

en CF:CG = CE:CA, 

bijgevolg CE : BF = C A : GH , 

DE* 

y : m = b : — b 

* q 

Of y : * = q : r ........ (1) 

Verder: CE:CA = EF:AG 

Of y : s = b :?- b, 

x : y = p : q (2) 

Uit (1) en (2) volgt: 

x : y : f = p : q : f. 
Aawmebkihgeh. 1°. Daar de lijn GH in het algemeen CB 
in twee punten zal snijden , zijn er ook twee oplossingen. 
Voor het tweede geval kunnen echter de punten D en E op 
het verlengde van BA en CA komen te liggen. 
2°. Wordt p — q = r, dan wordt AG = GH = AC. 

a 
3°. Is p:q:r=ia:b:c, dan wordt AG = --* = « en 

GH = i b = c. 
o 

CLI1X. VooasTBL. 

Door J. W. Tesch. 

tPordt gevraagd een meetkundig bewijs der stelling , voorko- 
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mende b$ Chasles, Trailé de Geometrie Supérieure, p. 488: 
*de lijn t die de middelpunten der diagonalen van een vierhoek 
om een* cirkel beschreven vereenigt f gaal door het middelpunt 
van den cirkel. 

Opgelost door J. W. Tesch, 

Oplossing van J. W. Tesch» 

(Zie fig. 65.) Zij £ het midden van AG en F dat van BD. 
Vercenig £ met O en F met O, dan zullen wij moeten aan- 
tooncn dat EOF eene rechte lijn is. 

Nu is, omdat AB -f- CD = AD H- BC, ook 
AABO + ACDO = AADOH-ABCO = i vierhoek. . . (1) 

Maar levens: 
i vierhoek = i A ABC + i A ADC = A AB£ + A CED . . (2) 

Dit (1) en (2) volgt i 

A ABO — . A ABE = A CED — A COD. 

Deze uitdrukking is gemakkelijk Ie herleiden tot: 

ABOE — aAOE = aDOE — ACOE (8) 

Haar A AOE = A COE (omdat AE = CE) 

bijgevolg A OBE = A OED, 

tevens A OBF = A OFD (omdat BF = DF) 

vierh. BEOF = vierh. DEOF. 
Daar nu BED een driehoek is en F het midden van BD, 
moet noodzakelijk EOF eene rechte lijn vormen. 
CLXX. Voorstel. 
Door A. Eecen. 
Men vraagt het swaartepunt te bepalen van een afgeknotten 
kegcl t wanneer de specifieke massa der verschillende punten 
evenredig is aan den afstand, waarop tij van het grondvlak 
verwijderd sijn. 
Opgelost door J. M. üeijbroek, A. Eecepc en G. Lelu. 

Oplossing van J. M. Heijbroek. 
Noemt men de coördinaten van een punt der beschrijvende 
lijn s en y, en de dichtheid in de laag die door hel punt 
gaat = *, dan is volgens eene bekende formule voor elk 
omwentelingslichaam , welke ook de betrekking tusscheo s en 
y sQ, indien Z het zwaartepunt is, 



Digitized by VjOOQ IC 



OPGAVEN. H°. 169—171. 283 

nu 13 volgens de onderstelling do diclilheid s evenredig aan 

fy l * l d» 
*, waardoor men heeft: OZizr 5 ^— — •—. 

fy % xds 

Voor den kegel is de beschrijvende lijn eene rechte lyn ; 

stel de hoogte van den geheelen kegel = h' en den halven 

tophoek =«, alsmede de hoogte van den afgeknolten kegel 

ss A, dan is: y = (A' — *)tg* en y 1 = (A' — x) % /£**; 

deze waarde, in de bovenstaande formule gevoegd, geeft na 

her.e,d,ng: 0Z=^ r -± I ^ ; 

van deze breuk teller en noemer integrerende lusschen de 
grenzen x = en * = A en in aanmerking nemende dat 

*< = -**- 
II — r' 

waar R de straal van hel grondvlak, r de straal van de door- 
snede op een afstand A' — A van hel grondvlak , vindt men 
na herleiding voor de plaats van het zwaartepunt: 

/A R*4-2RrH-3r» 
CLXXL Voorstel. 
Door A. Eecen. 
In eene parabel zijn koorden getrokken, %oo dat de inhou* 
den der afgesneden stukken constant zijn. Men vraagt de 
meetkundige plaats van de middelpunten dier koorden. 

Opgelost door A. Eecek, G. Leltj en G. de Vbies. 
Oplossing van A. Eecek. 

Zij de vergelijking der parabel y*= 2ps en stelle men de 
coördinaten van de twee eindpunten eener koorde in do parabel 
getrokken (*<,!/ 1) en (**> y*)> dan is de inhoud van het para- 
bolisch segment lusschen die twee oindpunten begrepen 

-•S^- 8le, =** w 

De coördinaten van het middelpunt der koorde zyo: 
_ * t 4-«t _ y t % +9t* 
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Elimineert men do uil (1) en (2) y i en y t , dan verkrygt 
tnen de vergelijking der gezochte plaats. 

Nu is: Hyi % +y t x )-ay t +y t ) % =*(y,— y t )\ 
derhalve substituerende: 

2^X-Y* = J9*i^!4V, 

Y* = 2/>X-*^iKl$p 1 . 
En de meetkundige plaats is dus eene parabel. Neemt men: 

X' = X — J- ï^lfySdan verkrygt men, by deze verschuiving 

van' de as der ordinaten, voor de vergelijking der parabel: 
Y 1 = 2pX'. 
CLXXII. Voorstel. 
Door J. W. Tbsch. 
Wordt gevraagd de meetkundige plooit van het snijpunt der 
twee raaklijnen , getrokken aan eene centrale kegelsnede zoo 
dat deze raaklijnen respeetioeUjk met de beide assen der kegel- 
tnede gelijke hoeken maken. 
Opgelost door H. A. Lohrhtz, J. W. Tbsch en G. J. D. Moumer. 

Oplossing van H. A. Lorentz. 
Laat de vergelijking der gegeven kegelsnede op hare assen 
** y* 
zün: ^±fï = » 

en zij e de lineaire excentriciteit. 

Voor de vergelijking van eene raaklyn aan de kegelsnede 
vindt men gemakkelijk, wanneer * de hoek is, dien de uit 
het middelpunt op de raaklijn neergelaten loodlijn met de 
s-as maakt: 

sCosa^ySinaz^±ya r ^o i Sin* *. . . • (1) 
Wy kunnen nu in twee richtingen eene raaklyn trekken» 
die roet de y-as den zelfden hoek maakt als (1) met de 
*-as. Voor de eerste richting moeten wy in (1) in plaats van 
* schry ven 90° — « , en verkrijgen dan de vergelyking der 
tweede raaklijn: 

9Sin*>+y Cos* = ±:i/a l — o* Coe* a . ; . (2) 
Voor de tweede der genoemde richtingen daarentegen moeten 
wij in (1) in plaats van * schrijven 90° -f- a, waardoor wy 
voor de vergelyking der nieuwe raaklyn verkrygen: 

— 9 Sin « + y Cos * = ± fa* — c 1 Coe* « . . (3) 
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WU zullen eerst de meetkundige plaats van het snijpunt 
van (1) en (2), daarna die van het snypunt van (1) en (3) 
zoeken, 

I. Om het eerste te doen, moeten wij uit (1) en (2) * 
elimineeren. Verhef daartoe beide vergelijkingen tol de tweede 
macht en tel ze by elkander op; dit geelt: 

* % +V % H- 2sy Sin 2« = 2a* — c«, 

dus: Sin2*= — 1— — L (4) 

2*y 

Door vervolgens (1) tot de tweede macht Ie verheffen en 
met 2 te vermenigvuldigen , verkrygen wy : 
2** Cof * -f- 2y* Sin* % -+• 4*y Sin *.Co** = 2a» — 2c* Sin* * 
Of: 
s*(l + C<«2*)-|-(y*4-c f )(l— CM2*)+2*y5'i»2* = 2a*. (5) 

Oit (4) volgt echter: 

Co* 2* = -^ i/Wtf - {2a' — c 1 - ** — y»} *' 

Substitueert men nu de waarden van Sin 2» en Cfo* 2* 
in (5) 9 dan komt er na vermenigvuldiging met 2*y: 
**[2xy + K** V — (2a 1 — c 1 — *» — y »)'] 
+ (y* H- c 1 ) [2*y — i/^y 1 — (2a 1 — c' — *» — y*)«] 
+ 2*y (2a* — c % — x* — y») =■ 4a**y 
of: (** — y* — c*) |/4*y — (2a« — c» — ** — y»)« = 0. 
Wy kunnen deze vergelijking splitsen in de twee volgende : 

|/4*»y>— (2a>— c» — #* — y«)« =0. . . (6) 
en s 1 — y* — c* = (7) 

Uit de vergelyking (6) volgt: 

4* v = ( 2a * — c% — * % — y % ) % 

±2^ = 20* — e* — s 1 — y 1 

(#±y)* = 2a*-c«, #±f = ±*/B r =ÏI. 

Derhalve stelt (6) vier rechte lijnen voor, die, zooals men 
gemakkelijk vindt , juist de vier raakiynen zijn, die hoeken 
van 45° met de assen maken. 

Hoe wij deze hier vinden, is gemakkelyk te begrypen, 
want voor « = 45° of 135° vallen (1) en (2) samen en kan 
elk punt van (1) als het snypunt worden aangemerkt. 

De vergelyking (7) stelt de eigenlyke meetkundige plaats 
voor, namelijk een gelykzydige hyperbel met het zelfde 
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middelpunt als de gegeven kegelsnedé en bare brandpunten 
tol toppen. 

II. Om de meetkundige plaats van het snijpunt van (1) 
en (3) te bepalen, tellen wij weer de vierkanten van beide 
vergelijkingen by elkander op en vinden dan dadelijk: 

** -Hy 1 =2a*—c % ....... (8) 

dus een cirkel voor de meetkundige plaats. Dit is trouwens 
een bekend resultaat» want de lijnen (1) en (3) slaan lood- 
recht op elkander. 

CLXXIII. Voorstel. (+) 
Door G. Schouten. 

Zij $ eene functie van 2* veranderlijken x i9 * t r», 

tt t , u s ....v» homogeen en van den tweeden graad ten opzich- 
te van de laatste n dezer veranderlijken-, als men stelt 
d$ dQ d$ 

dï t - Pi ' 57 f - pa dï m ~ Pm 

en men uitdrukt in functie vanz { , ar a . • . . x n , p it p^ . . .pbi 
dan sal men hebben, welk ook het geheele getal k zy t 

7p k ~ Uh ' dx h ~ \drj 9 
dÓ 
waarin ~- de afgeleide voorstelt van <p ten opzichte van 
dxjg 

c», als <P uitgedrukt is in de oorspronkelijke veranderlijken 

Opgelost door G. Schouten. 

Oplossing van G. Schouten. 
De functie kunnen wy voorstellen door: 

<P = u i (Ai 1 ^ -f- A 3 S H- + A.*»,,) 

+ M S (Al^l + •••• + K* U n) + •- + "i. (*1*»1 + •••• + A.%J f 

waarin A p * alleen functie van x it *,,....*« is. 
Volgens opgaaf is: 

dtt r 

-J =p 1 =(A 1 1 « 1 +....+A.*u ll )+(A i *ii 1 -h V»t+--+A t lO J 

~=p t =:(A 1 »* i +....+A> ll )4^ 

-t =p w =(A 1 -» 1 +....+A M «ti,,)+( A w l ii 1 +A JI *ii a +.;..+A.«M,) 

(•) Bit en het volgend vooritel cqn «onder oplossing opgegeten in 
fixuTiASo, Ge/oi/ Difer**ti*l, 
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Uit deze vergelijkingen* volgt onmiddelijk, dal 

$ = HPi*i+Pa«!-h ..-• + P««.)> • • • • (2) 

dó 
zoodal — kan voorgesteld worden door: 
d Pk 

dó , / du. du* du n \ 

waarin u moet beschouwd worden als functie van p i9 p it ...p., 

door oplossing uil (1) te verkrijgen. 

dó 
In deze uitdrukking p vervangende door — , wordt zy 

d $ __ /dQ du { dQ du % d$ du m \ 

waarvoor nu kan geschreven worden: 

dó 

welke geeft: — = «*, 

dp h 

waardoor het eerste gedeelte der opgaaf bewezen is. 

Om het tweede gedeelte te bewijzen, diflerentiêeren we (2) 

ten opzichte van *-*, dan is volgens de opgaaf: 

o( d $\ — u dp *-uu +*.u -u* dp * (1\ 

O d( P _„ d »\ . n d "* . . . dlt * /AX 

a ^ =ft ^ + *i^ + -'-- + *Z5' ■ • (4) 

dp 
Hier moet, in-—, p beschouwd worden alseene functie van 
asi 

du 

*i> *%>-•• -z n > u i> u n---> u *y en, in — , ti als functie van 

* it * a ,....*«, p v p a ,....p», welke functies gegeven worden 
door (1). 

De vergelijkingen (1) dus differentiëerende ten opzichte 
van x it daarby beurtelings w en p als constant nemende, 
verkrijgen wy de volgende betrekkingen: 






•?(«> 
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en 



(8) 



„ (ik. 1 <*A„« "\ ldk t x dkf \ \ 

Substitueert men nu in (3) voor —■ daar waarde in (6), 

dij, 

en in (4) voor p baar «aarde in (1), dan komt er : 

n fd<p\ /<*A« dk, 1 N /<*A« *L" 1 

+ 

(dkf ik.» \ ,rfA.* dkn m \ 

2 sr» =S (A,S +•■■• +A - 1 "»)+^( A i i -i +.»+ vo 

+ 

+ j* (A,»«, + .... + K n *ï) + -£ (A.*«»i + .... + A,«».). 

Deze twee vergelijkingen opgeteld, geeft voor de «om der 

eersteleden: 2 {g-^(g)}, 

en voor de som der tweede leden dezelfde uitdrukking, als 
die men verkrijgt, door de som te nemen van de vergelijkin- 
gen (6) na de eerste met » f , de tweede met «*.... verme- 
nigvuldigd te hebben; daar deze laatste som nul is, zoo is bet 

ook de eerste, zoodat 2 { — -*-( -7— )| == 0» 
d<p _ /dp\ 

waardoor het tweede gedeelte bewezen is. 

CLXXIV. Voorstel. 
Door G. Schouten. 
Men geeft in een plat vlak twee willekeurige kromme lijnen, 
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en verbindt >ioor rechte lijnen de punten van die kromme lijnen, 
voor welke de raaklijnen evenwijdig iijn. Vit een vast punt 
trekt men rechte lijnen gelijk en evenwijdig aan de aldus 
bepaalde lijnen; te bewijzen, dat de boog van de kromme lijn, 
welke de meetkundige plaats is van hare uiteinden, de som of 
het verschil is der overeenkomstige bogen der gegeven kromme 
lijnen* 

Opgelost door G. Schouten en C. Lblij. 

Oplossing van G. Schouten. 
Meetkundige Oplossing. 

De verbindingslijnen kunnen elkander buiten, maar ook 
binnen de beide krommen snijden. (Zie fig. 66.) 

Zy O het snijpunt van twee verbindingslijnen, bepaald door 
twee paar oneindig dicht bij elkaar gelegen punten AB en 
ab op elk der gegeven krommen. Laten AT en at het eene 
paar evenwydige raaklynen, en BT en bt het andere paar 
voorstellen. 

Daar de bogen AB en ab oneindig klein worden ondersteld, 
kunnen wij hen vervangen door de koorden AB en ab, wanneer 
wij ons bepalen tot het zoeken van de grens, waartoe hun 
som of hunne verhouding nadert, als beide nul worden. 
Trekken we nu uit b de lyn AC, gelyk en evenwijdig aan 
oA, dan is BC de koorde van den overeenkorosligen boog der 
meetkundige plaats. Wij zullen dus moeten bewijzen, dat 

gr. (AB±oA) = gr. BC, 
waartoe ons de opmerking voert, dat de limiet van de rich- 
ting, zoowel van AB als ab, is de richting van de raaklyn 
AT; by de grens alzoo vallen de lijnen AB en AC samen, 
zoodat onmiddeiijk volgt, dat 

gr. boog AB±gr. boog oA = gr. boog BC, 
waar het bovenste of onderste teeken genomen moet worden, 
naar gelang de richtingen, waarin de bogen gesteld worden, 
tegengesteld of gelyk zyn, m. a. w. naar gelang de gegeven 
krommen hare gelyknamigé of ongelyknamige zyden naar 
eikair toekeeren. 

Deze betrekking, geldende voor elk paar bogen, zal ook 
gelden voor de som van de bogen, waardoor de stelling bewe- 
zen is. 

19 
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Analytisch Bewijs. 
Stel OA = p, , 

Oa = p a , 

LO = <*«, 

boog AB = dê A , 

boog ab = ck a , 

boog BC =cfö- f 

dan gelden de betrekkingen : 

*H % =(ut») % +*h % > , Y • • (O 

*' ={(p 1 +P a )rf«} a + {rf(p l +P i )}M 
waarbij p 4 en p t hetzelfde of het tegengestelde teeken hebben 
als zy in denzelfden of tegengestelden zin gesteld worden. 

De uitdrukking dal OA met de raaklijn denzelfden hoek 
maakt als Oa, gcefl de belrekking: 

dat dw 1 

P, 5p;- p, ^ [ (2) 

of: p i dp % — p % df i ] 

De beide eerste van (1) met elkaar vermenigvuldigende, 
geeft : 

Maar volgens (2) is: 

Pi^P* 1 + Pt 1 *! 1 = WW = Zp^P* X pjrfp, f 
dus : (dM.dtJ* ss (p,p a <to*)' + (rf^W 1 + fciWWw*» 1 

= f (Pih*» , +*i d lPi) , f 
dus : dt t d^ = Pipjrfw* 4- 4|4i- 

Eindelyk is: 
(* f +*fc)*:=srfi f * + <fc 4 » 4- 2<*» 1 efr f 

= ( Pl i/«) J +(/p l »+(p a A»)»4-</p 2 , +2p ! p i clc.»+2c/p 1 i/p t 

= (Pi<*« + P^»)* + (<*P« + *!>* 

= {(* + h) *}• + {*(* + *>}•. 
das: 

Hierin hebben A f en <fr a hetzelfde of het tegengestelde 
teeken, naar gelang p f en p 3 dit hebben. Wy komen dus tot 
hetzelfde besluit als boven. 

CLXXV. Voohstbl 
Door J. 1. Hbubroci. 
Men heeft, tocah bekend i$ f wanneer V de vergroeiende 
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breedte voor eene geographische breedte <p, a den straal des 
aequators, ae de excentriciteit van den aard-meridiaan betee- 

kent , bij eene bolvormige aarde V = a f-?—? en bij eene 

•/ Cos <p 

afgeplatte aarde V=a(l — c J ) ƒ r-^V-. Zoomen 

J 1 — e 1 oiw* 

nu in p/aal5 van de geographische <p de geocentrische breedte 

~ — t-, fct)' cc«e 
Cos (p 

afgeplatte aarde. 
Opgelost door J. M. Heijbrogk en C. Lelu. 

Oplossing van J. M, Hbijbrock. 
Volgens de theorie der wassende kaarten, is het oneindig 
kleine rechlhoekje mnpq op de spheroide gelijkvormig met 
het overeenstemmend rechthoekje MNPQ op de kaart, der- 
halve (zie fig. 67) PN : pn = MN: mn; hierin is 

PN = de differentiaal der vergrootende Breedte =dV t 

pn = de differentiaal des roeridiaans = rfS , 

MN = de differentiaal des Equators = dE , 

mn = de differentiaal dts parallels = </P. 

Wy hebben dus : dV: d5 = dE : dP , 

maar de omtrekken van cirkels zijn evenredig aan hunne 

stralen, dus: dV:dS = AB:CD, 

dY:dS=z a : *, of zooals bekend is: 



dV:-d*fs{l+ljQ = a:x; (1) 

het negatieve leeken van ds duidt hier aan, dal men den oorsprong 
der bogen S in den Equator aanneemt» waardoor eene aangroeying 
van S eene vermindering van * ten gevolge heeft* 

s* y l 

Wanneer men de vergelijking der Ellips: -j-f-|y=l dif- 
ferentieert, dan verkr\jgt men na herleiding: 

dy _ bx dy* _ h*s* 

ds~ ai/ta»-!») 611 US dx % ~ a*(a % — **) 
of stellende : b* = a* — a*« s = a 1 (1 — e 1 ): 

dy>_ * 8 (l —e* ) dy* _ a* —e*s* 

<fc«— a*-** enl+ ds*~ a* — ** '' 

19» 
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deze waarde gevoegd in (1), geeft: 

hierin moet nu x uitgedrukt worden in funclie van de geocen- 
trische breedte <p'. 

Neemt men het middelpunt der Ellips lot pool en degroote 
as tot oorsprong der hoeken, dan is de poolvergelyking der 
ellips, zooals bekend is: 

2 5* 

V{b* Cos* <p' + a* Sin* <p 9 )' 
Hierin voegende Z — wSec(p' f komt er na herleiding: 
_ a\/{\— e») 
— ï/(a$cc«0' — e*)' 
deze vergelijking differentiërende , verkrijgt men : 

aSin<p'v(l — e *) Jjki a i/(Sec*Ó' — **) 

d *— Cos^Sec^-e*)^ ""7= |/fl -««) ' 

derhalve -ü*! = 'f**'* 9 . . . (3) 

ar Cos*(p' {Sec*<p'—e*} w 

Ter bekoming van den factor onder hel wortelteeken in (2) f 

heeft men achtereenvolgens: 

_,_ a a (l— e») f ! _ «* towy 1 <P' 

'#*>*$'— 6 1 ; * * — Sec*(p' — e % ' 9 



e*x* 






•gV^&o'y-^+a 1 



(4) 



a' — s* tang*Q' 

De gevondene waarden van (3) en (4) in (2) voegende, is: 
d\ = aSin<t>'d<l>' \/(Sec % Q' — 2e* -t- e*) 

Cto* 0' {&o f <J>' — e* ) X tanfft 

° f dV ~ Cos*<P<{Sec*<P'-e*} ** ' 

waaruit: 

iV=zaSee*<p'd<p' {Sec*^ _2e*-H>*>x {Sec*Q'— e*} -i; .(5) 

nu isi wanneer men de vierde en hoogere machten van e 

verwaarloost: 
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[Sec* <p' — 2e* + e*}* = SeoQ 1 — e* Cos<p' , 
{Sec* <p' — e*} -1 = Cos* <p' -f- e» Cos* <f>\ 

dit in (5) voegende, komt er: 

d\ T = aSee<p f dcp' en das V smA^I. 

Men komt (ot hetzelfde besluit door in de vergelijking: 

Sec $4$ 



■-•<'->/iS? 



in <p' om te zetten met behulp van de betrekking .- 

a* 
tang <p=— tang <p'. 

CLXKVI. V o o r s T e l. (*) 
Door C. J. Matthks. 
Eene parabel is een 9 driehoek omschreven, zoodat de raak- 
lijn in een hoekpunt evenwijdig loopt met de overstaande zijde. 
Men vraagt , aan te toonen, dat de vierkanlswortels van de 
lengten der kodlijnen uit de drie hoekpunten des driehoeks 
op eene willekeurige raaklijn aan de kromme neergelaten, ter- 
men zijn eener rekenkundige reeks. 
Opgelost door C. J. Matthes, G. Lelm en 6. de Vries. 

Oplossikg van C. Lelij. 
Elke kegelsnede, die den assendriehoek ABC omschreven is, 
zal tot langenliale vergelijking hebben: 
L*p* + M V 4- N*r* — 2LM M — 2Wpr - 2KNqr = 0.(1) 
De raaklijn in een der hoekpunten, bijv. in punt A, zal 
tot vergelijking hebben: 

p = 0, JAq — Nr=0. 
Opdat deze raaklijn evenwijdig zij aan de overslaande zijde 
BC, moet haar vergelijking den vorm krijgen: 
p = 0, q = r. 
Hieruit volgt dus: M = N, waardoor de kegelsnede lol ver- 
gelijking verkrijgt: 

LV>' + M«(f — r) % — 2LMpfo + r) = ... (2) 

Opdat de kegelsnede een parabel worde, moet zij de lyn op 

oneindigen afstand aanraken, dus de vergelijking dier lyn moet 



(♦) Bit en de volgende twee voortteUen zyn ontleend tan Fbriibi 
Nieuwere Meetkunde, Voorbeelden 50, 51 en 52. 
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aan haar vergelijking voldoen. Nu is de vergelijking der lijn 
op oneindigen afstand : p = q = r. Substitueeren wij dit in 
(2), dan krygen wij tot betrekking tusschen L en M: 

L«— 4LM = of L = 4M, 
waardoor de vergelijking der verlangde parabel wordt: 

iep t +(j-f)"-8p(j + r) = f 
Of: 4p — (q + r)=z2l/qr, 

of: 4p = ^-f-r4-2^r, 

Of: 2}/p=zyq + yr, 

Of: {/q— l/p=\/p— {Zr. 

Hieruit ziel men, dat (voor hel geval dal de raaklijn in A 
evenwydig is aan de overstaande zyde) pi rekenkundig mid- 
denevenredige is tusschen q* en #**, dus dal q* 9 p*, r*, termen 
zijn eener rekenkundige reeks. 

Daar nu p, q, r voorstellen de lengten der loodlijnen, uit 
A, B en C respectievelijk op een willekeurige raaklyn aan de 
kegelsnede neergelaten, is de stelling bewezen. 

Oplossing van G. de Vries, op andere wijze. 
Als y % =2ps de vergelijking der parabel is en «0, a,(3 f , 
*,0 # de coördinaten van de hoekpunten van den ingeschreven 
driehoek, dan is de vergelijking van do raaklijn aan («0): 

y0 = p(*-t-«) 
en die van de lijn door (*,£,) en OA)- 

$ 8 

y-fc=r— t (*-*<); 
* / — *ê 

uit de evenwijdigheid dezer lijnen volgt: 

p(*,-".)=e(fc-0,). 

Deze vergelijking roet 0,* = 2p«, en 0,* = 2p«, geeft door 
eliminatie van a t en a s : 

0,*- 0/ = 20(0,-0.), 
waaruit : 0' + # = 20, 

of: 0. = 20-^0 / = 04-(0-0 r ). . (1) 

De vergelijking van de raaklijn aan een willekeurig punt 
der parabel (a, b) is: by =£(* 4-«), 

px + ap — &g = , 
dus de lengten der loodlijnen uil *0j «,0, en *,0, op deze 
lijn neergelaten, bedragen respectivelijk: 

pa 4- ap — 50 pg, H- gg — 60, / >«« + qp — » &0, 



** 
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waarvoor geschreven kan worden : 
j3« + 6»_ 2&g p* + b*— 2&ft p/4-^ — 26ft 
2i/b*+p % 9 2\/b*+p* • 2|/A a 4-p a ' 

(omdat («(3), (*,ft), (*,ft) en (o6) allen punten zyn op de 
parabel gelegen en dus voldoen aan y* = 2p»), 
en eindelijk voor de vierkantswortels der bedoelde lengten: 
b-fi * — ft b-p a 



^46» -j- 4p» ' l>''4Z>»+4p* , V4b % +4p % ' 
welke na invoering van de waarde voor ft onder (1) gevonden, 
overgaan in: 

(*-P) (*-P) + (g-ft) (6-ffl-(P-ft) 

1^4^* -4- 4p«' 1^46* +4p s ' T^4ó*-u4p 1 ' 

waaromtrent geldt het gestelde. 

CLXXV1I. Voorstel. 
Door C. J. Matthes: 
£ene kegehnede is een 9 driehoek omschreven, in dier voege, 
dot de roaklijn in elk hoekpunt evenwijdig loopt met de over- 
siaande tijde. Aan te toonen, dat, ah p, q, rdeloodlijnenzijn 
uit de hoekpunten op eene willekeurige raaklfjn neergelaten, 
alsdan ±p*±g*±r* = 0. 

Opgelost door G. J. Matthes, C. Lelij en G. de Vries. 

Oplossing van C. Lelij. 
Neem den gegeven driehoek ABC als assendriehoek aan, dan 
zal de tangentiale vergelijking van een kegelsnede, dezen drie- 
hoek omschreven, zyn: 

L»p* + M V + NV * — 2LTSpq — 2LNpr — 2MNgr= 0. 
De raaklynen in de punten A, B en C zullen lot vergelij- 
kingen hebben: 

p = , Mg — Nf =0, in A , 
q = 0, Nr — Lp = 0, in B, 
r = 0, Vq — Lp = , in C , 
opdat deze raaklijnen respectievelijk evenwydig worden met 
de lynen BC, NC en AB, zal: 
M = N, 
N=L, 

M=L, of H = If = L moeten zyn , waardoor de 
vergelyking der kegelsnede wordt: 

p » + q t + r » _ 2pq — 2pr — 2qr = , 
oi: (p — q — r)*=ziqr. 
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of: p — q — f = ±2i/qr 9 

of: p = q + r±2i/jF 

±pt = ±(qi± f i) 

±p*±?*±ri=0. 
Daar nu p, q % r voorstellen de lengten der loodlynen, res- 
pectievelijk neergelaten uit de punten A, B en C op eene 
willekeurige raaklijn, is de stelling bewezen. 
CLXXVIII. Voorstel. 
Door G. J. Matthes. 
Te bewezen, dat de tangentiale vergelijking van hel middel* 
punt der in het vorige voorstel vermelde kegeknedc is 

V + 9 + r = 0. 
Opgelost door C. J. Matthes, C. Lelij en G. de Vries. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
In het algemeen is de tangentiale vergelijking van het mid- 
delpunt (zie Ferrirs, bl. 129, $ 139): 

(h -+• v'+ w^p + (*' + v 4-«0 J + («' + •' + w)r = 0; 
maar in ons geval is m= v = 10 = u' = t> # = ie' .= 1 , zoo- 
dat zij hier overgaat in : /> + g + r = 0. 
Oplossing van G. Lelij. 
Zij (Fig. 68) ABC de gegeven driehoek en DF, EF, DE de 
raakiynen aan de kegelsnede in de punten A, B en C, dan 
is dus EF//AC en FD//BC en DE//AB. 

Nu zal het middelpunt liggen op de lijn die het snijpunt 
van twee raakiynen veibindt met het midden der koorde, door 
die raakiynen onderspannen. Dus is het middelpunt het 
onderlinge snijpunt der lynen EG, DH en FK. 

Daar echter ABCD, ACBF en ABCE, parallelograromen zyn, 
zullen de lynen EG , FK en HE door de punten A , C en B 
gaan. 

Het middelpunt is dus bet snypunt der zwaartelynen , is 
dus hel zwaartepunt, waarvan de vergelyking is: p+g+r=0 f 
(zie Ferrers, bl. 124). 

CLXXIX. Voorstel. (*) 
Door J. J. Teding van Berkhout. 
Zij de middellijn AB eens cirkels in de punten C en D 

(*) Dit en het volgend voorstel fijn tonder bewgs opgegeven in het 
werkje rermeld bij N°. 92. 
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harmonüch gedeeld, in hel middelpunt E eene loodlijn op AB 
opgericht, en door C eene lijn getrokken, welke die loodlijn 
buiten den omtrek des cirkels snijde in F. Trekt men nu 
door D eene lijn, welke den omtrek des cirkels ontmoete in G 
en H , en uit G eene lijn GK. aan dezelfde tijde van DG als 
F is van de middellijn AB , %oodat de hoek DGK gelijk %ij 
aan hoek CFE, en welke lijn GK de lijn Cf, verlengd, snijde in 
M en den cirkel-omtrek in 1, dan is 

GM:ML = GD:1)U. 
Men vraagt, dit te bewijzen. 
Opgelost door H. A. Lorektz en h J.Tbdikg vak Berkhout. 

Oplossing van H. A. Lorentz. 
(Zie fig. 69). Hen verlenge FC en late uit D op deze lyn 
eene loodlijn vallen, t welke den cirkel snyde in G en in H; 
trekke uit H eene lyn, evenwijdig aan EF, welke de middel- 
lyn in Q en den cirkel in R snyde ; trekke uil R eene koorde 
RL in den cirkel evenwijdig aan FC, en uit het punt L door 
G cene lijn LGK, dan is: 

OGK = £JLGH =r Z.HRL = Z.CFE. 
Hen richte nu in C op AB eene loodlyn op, welke GH 
ontmoete in P, dan is GH in P en D harmonisch gesneden 
en men heeft: HQ:PC = HD:PD,1 

HR:PC = 2HD:PD. ) * J 

Maar daar GH in P en in D harmonisch gesneden is, heeft 
men ook rechthoek onder GH en PD gelijk aan tweemaal den 
rechthoek onder HD en GP, dat is: 

2HD:PD = GH:GP 1 

en GP:PH = GD:DH;j w 

derhalve: HR:PC = GH:GP, 

en R, C, G liggen in eene rechte lijn, waaruit volgt: 

GC:CR = GP:PH, 
en derhalve : GC : CR = GD : DO. 

Haar: GM:ML = GC:CR, 

derhalve : GM : HL = GD : DH. 

CLXXK. Voorstel. 
Door J. J. Tedirg van Berkhout. 
Zij in een punt C in het verlengde van de middellijn AB 
eeus cirkels eene loodlijn opgericht, en uit eenig punt D in 
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deze eene lijn getrokken, welke den cirkel-omtrek snijde in E 
en in F , dan is de rechthoek onder ED en DF gelijk aan den 
rechthoek onder AC en Cfi gevoegd bij het vierkant op CD. 

Wordt gevraagd hel bewijs. 

Opgelost door G. de Vries , C. Lelu , G. J. D. Hodnibr en 
J. J. Teding van Berehoct. 

Oplossing van G. de Vries. 

Vereenig hel punt D met B (zie fig. 70), noem hel punt 
waar deze lyo den cirkelomlrek snijdt G, en vereenig do 
punten A en G, dan is: 

D BD = Q BC H- D CD, 
maar wegens de gelijkvormigheid der driehoeken BCD en AGB 
is: BD.BC =BA:BG, 

of: BD.BG = BC.BA, 

Wij hebben derhalve: 

BD.(BD — BG) = BC.(BC- BA) -h D CD, 
BD.GD =BC.AC + aCD. 

Maar volgens eene eigenschap der snijlijnen eens cirkels is: 
BD.GD =DF. DE, 
derhalve : rechth. DF.DE = rechlh. BC. AC + D CD. 
CLXXXI. Voorstel. 
Door W. vam Haarst. 
Door een punt in het vlak van eene gegeven parabel zijn 
lijnen en in de punten, waarin deie de parabel snijden, raak» 
lijnen getrokken. Men vraagt naar de vergelijking der meet- 
kundige plaats van de voetpunten der loodlijnen, die uit het 
eerstgenoemde punt op die raaklijnen zijn nedergelaten. 
Opgelost door W. U. Wisselkk en W. van Haarst. 

Oplossing van W. H. Wisselink. 
De meetkundige plaats dier voetpunlen is blijkbaar eene 
voelpuntskromme (podaire, Fusspunktcurve). Zy 't gegeven 
punt a, b en de parabel y' = 2ps. 

De vergelijking van de raaklijn in H punt * t y fl aan de pa- 
rabel is: yy, =/>(*-!-*!), 

Of: y = ^.x+^i (1) 

yi y 4 

De vergeiyking der loodlyn uil (a, b) op die raakl'yn is: 
y-ft= — £i(*-a) (2) 
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'l Snijpunt van (1) en (2) is derhalve de meetkundige plaats, 
zoodat dus ar, en y { moeten geëlimineerd worden; maar 't 
punt x i y i is een punt op de parabel, dus is ook: 

yi* = 2^ (3) 

De onbepaalde grootheden s i en y i elimineerende tusichen 
(1), (2) en (3), krijgen wij gemakkelijk voor de gevraagde 
vergelijking: 

2*(<r — a)* + 2y(*-a)(y~*)H-p(y-.a)>=0. , 

Aaihmbrkikgen. 1. Wordt voor bel gegeven punt het brand- 
punt aangenomen, dan is a — lpenb = 0, zoodat alsdan 
de vergelijking wordt: *(* — lp) x 4- xy* = 0, 
of: jp=0 en (s + \pY 4-y 1 =0. 

Alsdan is de raakiijn aan den top der parabel met het 
brandpunt als geïsoleerd punt de meetkundige plaats. 

2. Wordt voor hel gegeven punt de top der parabel genomen, 
dan is a = h = en de vergelyking : 

2* I 4-2sy*-H W '=0, 

of: y=± *^__^, 

zijnde eene cisscUde, die links van de y-as ligt. 
CLXXXIf. Voorstel. 
Door W. TAif Haabst. 

Op twee gegeven lijnen OA, OB, uit het punt O getrokken, 
werden cirkels beschreven, welke elkander onder een 9 bepaalden 
hoek snijden en behalve het punt O nog een tweede punt 
gemeen hebben; de vergelijking van de meetkundige plaats van 
dit tweede punt wordt gevraagd* 

(De bepaling van die plaats uit geometrische beschouwingen 
werd gevraagd in Foorsiel 33 van het vorige Deel.) 

Opgelost door W. H. Wissblikk en W. van Haabst. 
Oplossing van W. H. Wisselmk 

Zy OA = 2a, OB = 2£ f de hoek tusschen die twee lynen 
c en de hoek, waaronder de twee cirkels elka&r snyden = 0. 
Nemen we een rechthoekig coördinaten-stelsel met O als oor* 
sprong en OA als s-as aan, dan kunnen wij voor de vergely- 
king van den cirkel op 2o nemen: 

#»— 2a* + y« — 2*y = (1) 

en voor dien op 2b: s* — 2mx + y* — 2py = . . . (2) 
waarin n, m en p onbekenden voorstellen. De richtings- 
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constanten van de raaklijnen in den oorsprong zijn respectievelijk 

a •» 

en . Dus is : 

n p 

a m 

— -+- 

n p mn — ap 
tang = — == -. 

np 

Daar de cirkel op 2b moet gaan door 't punt B, waarvan 
de coördinaten zijn 2bCo** % 2b Sin*, moet tusschen menp 
van (2) de belrekking b — mCasa — pSin* = Q bestaan. 
Elimineeren we nu n f m en p tusschen de vier vergelijkin- 
gen: **— 2ax^y 1 — 2fiy = 0; (1) 

#• _. 2ms + y* — 2py = 9 (2) 

b — mCosa — pSin* = 0, (3) 

_ mn—ap ... 

tangf t = am+n (4) 

am -f- np 

Daartoe hebben wij uit (3): 

b — m Cos * ,_. 

*= Sin» ' '"' (5) 

Deze waarde in (2) subslitueerende , vinden wij : 

_ (s*+y*)Sm*-2by 

2(sSina — yCo8*) * ' 

a #** 2b* — (x*+y*)Cos* 

60 d °° r (6)ï P = 2(sSin*-yCos*) (?) 

en uit (I): n= **+y^-2a* (g) 

Substitueeren we de waarden van (6), (7) en (8) in verge- 
lijking (4) , dan vinden we na eene tamelijk uitvoerige bewer- 
king voor de gevraagde vergelijking: 

^ y *\ °^ Sin(« + P)J* 
A f bCosP „ , \ t tab Sin |3 A 

lijnde de vergelijking van een cirkel, waarvan de coördinaten 
van 't middelpunt zijn: 

bSinp bCoap „ a , , AX 

5m(* + P' Sin{* + p) r/ 
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GLXXXI1I. Voorstel, 
Door J. M. Heijbrogk. 
Men vraagt naar den kromte-straal van de kromme lijn, 
wier vergelijking, bij gebruik van rechthoekige coördinaten, is: 
y* -I- x *y* zzza**** 
Opgelost door W. H. Wisselink, W. Kapteijn en J. H. 
Hetbrogk. 

Oplossing van W. H. Wisselink. 
Door eene geringe beproeving vindt men, dal de poolverge- 
lyking der gegeven kromme zeer eenvoudig , nam. (na her- 
leiding) is : r 1 = a*r* Cot* 0. 
Hieraan wordt voldaan door: 

r 1 =0 en r*=a* Cot* 0. 
De oorsprong is derhalve een dubbel punt. 
Volgens eene bekende formule is de kromte-straal p : 



r* + 2 



HPT 

\3p) f d<p* 



Wij vinden nu : r = ± a Cot , 

dr o d*r 2aCos<p 

d^~^SÏiU0 en d$*~ &»*<P ' 
(waarin de bovenste teekens bij elkaftr hooren). 
Derhalve is: 

d*r ^ ^ 2a Cos (p 2a* Cos* Ó 

Wij hebben dus: 



of p=a 



*„ ** 2a 1 2a* Cos*<p' 
a* Cot* ó -f- — - 

(1 + Sin* <p Cos* 0)j 

Sin*<p(2+Cos*<f>) ' 

«» s i 

Hierin iffm* = ■ _ _ en Cos* ó = -^ 

* ? H-y' ^-hy 1 

vinden wij voor den gevraagden kromte-straal : 
_ (s»H-3*V-f.y»)» 
p ~ a y*(^ + 2y») • 



nemende , 
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CLXXXIV. Voorstel. 
Door J. M. Heybrock. 
De kromme lijn, wier poot-vergelijking %s s=a SecQ Sec 2$, 
bestaat uit drie afzonderlijke deelen, die met de bolle zijde 
naar de pool %ijn gekeerd. Als men de drie toppen dezer 
kromme lijn door rechte lijnen vereenigt , ontstaat een recht- 
lijnige driehoek ; men vraagt den vlakken inhoud van dezen 
driehoek uit te drukken in den standvastigen term der verge- 
lijking. 

Opgelost door J. M. Heybrock, W. II. Wisselikk en W. Kap- 
tein. 

Oplossing van J. M. Heybrock. 
Wanneer mon de figuur construeert, ziet men dat de toppen 
der kromme lijn die punten zijn, waarvoor de waarde van s 
een minimum is. Ter bepaling van dat minimum heeft men 
uil de vergelijking % = a Sec Sec 2<p : 

ds _ Sin(p(l— QCo* % $) _ 
<*p — °* Cos* Q Cos* 20 — * 
Aan deze vergelijking voldoen de waarden van <p: 
0i = O, 
Co*<p % =+V%, 
Cos<pt = — y% 9 
waarmede overeenstemmen de waarden van «t 

«« = — V«a^6. 
Vereenigt men de punten A, B en C door rechte lynen, 
dan wordt gevraagd de inhoud van den driehoek ABC. 

De driehoek APB, zynde P de oorsprong, is gelijkbeenig 
en de lijn AB slaat in D loodrecht op den oorsprong der 
hoeken PX ; men heeft nu in den rechthoekigen driehoek APD: 
AD = AP X Sin /.APD = 'fayO X ^ % = */&l/5 , 
PD = AP X Cos £.APD = V a a^6 x K*/ 6 = %«» 
CD = PC + PD = %a; 
Inhoud driehoek : ABC = CD x AD = »/ 4 aV5. 
CLXXXV. Voorstel. 
Door J. M. Heybrock. 
Men vraagt naar de vergelijking en den vorm der kromme 
lijn , die ontstaat , wanneer men bij de gewone constructie der 
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ciuMe in plaats van den voortbrengenden cirkel eene hyperbel 
steil. 

Opgelost door J. M. Heybrock. 

Oplossing van J. M. Heybrock. 

Laat AOIKO'N de gegeven hyperbel zijn, met L als mid- 
delpunt , 00' = 2a als eerste as en VW = 2b als tweede as, 
dan wordt de gevraagde kromme lyn op de volgende wyze 
geconstrueerd : 

Men trekt langs een der toppen der hyperbel , bijv. O', eene 
raaklijn DE, en uit den anderen top O lynen OG naar die 
raaklijn, die achteruit verlengd zynde, den lak AOI der hyper- 
bel ergens in punten A snijden; men maakt vervolgens van 
de raaklijn af naar denzelfden tak van de hyperbel toe de stuk- 
ken CP = OA, dan vormen de punlen P de gevraagde kromme 
lyn. De vergelyking dezer kromme lijn, die men de hyper- 
bolische cissoïde zou kunnen noemen , wordt op de volgende 
wyze opgemaakt. Laat uit P en A loodlijnen PM en Afi op 
de «-as neder , stel OH = s en PM =y ; omdat GP = AO 
is OC = AP en 00' = MP en dus OB = 2a + *. Dewyl A 
een punt der hyperbel is, bestaat er tusschen AB en OB de 

betrekking AB« = ~ {2a.0B + 0B«} f 

hierin de waarde van OB voegende , krijgt men : 

AB»=J^{2a + *}{4« + *}. 

De gelijkvormige driehoeken OPM en OAB geven: 
OM*:PM*=OB*:AB* 



b* 

s* : y * = (2a -f- *)* : -7 (2a + *) (4a + s) 

b isba + s 
waaruit: y = ±ï */'__, ( i, 

welke de gevraagde vergelyking is. 

Differentieert men deze vergelyking ten opzichte van *,dan 
dy _ b f 8a > -f5ajr-Hs > ) 

komt er: jT-±- \ { 2a+s)y(ia+s)(2a+s)] 9 

De vergelyking (1) leert ons onder anderen het volgende: 
De kromme lyn is aan wederzyden der s-as op dezelfde wyze 



Digitized by VjOOQ IC 



304 WISKUNSTIGE 

gelegen; zij bestaat uit lakken RR', SS', die aan beide zijden 
tot in het oneindige voorlloopen; de kromme lijn snijdt 
de «-as in het punt O onder hoeken, waarvan de tangens 

gelijk is aan ±— f/%\ voor x = ± oo maakt de kromme 

lijn met de jr-as hoeken welker tangens =±- en loopt 

dus evenwijdig met de asymptoten der voortbrengende hyper- 
bel; de kromme lijn heeft een asymptoot» namelijk de raak- 
lijn DE. 

CLX1XVI. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 
Indien men aan de hoekpunten eens bolvormigen driehoeks 
de raaklijnen trekt , welke de ttandhoeken vormen, dan zullen 
deze elkander twee aan twee snijden. Beschouwt men de snij- 
punten ah de hoekpunten van een driehoek, dan begeert men 
de zijden en den inhoud van dezen driehoek in de koorden en 
den straal des bols uit te drukken. 
Opgelost door W. Kapteyn en W. van Haabst. 

Oplossing van W. Kapteyx. 
Noemen wy 1°. de zijden van den bolvormigen driehoek ABC, 
(zie fig. 71), o, b, c, nl. a de zyde tegenover hoek A enz.; 
2°. den straal van den bol r; 
3°. de koorden BC, AC en AB resp. u, v, «?• 
4°. de lijnen CP = BP = A, 
AQ = CQ = *, 
BR = AR = /, 
5°. de zijden van den gevraagden driehoek PQ = 2, 
QR = y, RP=», 
dan is bekend , dat : 

Sinazzz^yW-u*, Cosa = ±. % (2r* -u*) t 



1 



Sinb=— y*r*-.v* t Cosb=z—(2r*-v*) t 

Sin c = ^L|/4r»--fp' , Cosczzz i-(2f » - •*«). 

Dit gesubstitueerd in de formule : 
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Cos a — Cos b Cos c 



Cos A =r 



Sin b Sin c 



geeft: Cosk=z — — g s — . / , . 

Op dezelfde wijze vinden wij verder: 

2f » («» — 1?» -j- «7») — tt'tg» 

— tt«7|/4r * — u 1 \zkr* — w* ' 
2r* (u* -f- t>* — v> % ) — u*!? 1 
MP y/kr* — u 1 f/'ér 1 — vor 
Bovendien volgt uit driehoek MAQ de waarde van k: immers 

Z_MAN = £AQN, Cos MAN = ~, dus: 

Zr 

AN ^_ rr 

* - AQ_ £^aqn _ ^4ï*-=rp # 

Eveneens is : A = ■ ; , 

|/4r* — u* 

/g ■-■ . « i . 

^ér 1 — te 1 

Verder weten wij : a? 1 = A» + A 1 — 2*A tfo« C, 

y* = A*4-/* — 2klCosk, 

«*=A»-h/* — 2A/tf<wB. 

Substitueeren wij bovenstaande waarden, dan is: 

2r»tg 

|/4r* — u % ytr*— 9* % 

2r>u 



y = 



|^4r m — ** |X4r a — 



w 



s» 



2r*t> 
|/"4r a — u 1 |/4r* — ir 1 ' 
Stellen wij nu kortheidshalve: 

^4r ■ — ** = *, 
^4r* — i> a = 0, 
|/4r" — lö 1 = y , 

, * r*iey y r a ii* c r a t>0 

2 *0r 2 *0y ' 2 «fr ' 

* y * r s (««»4- (5p+yip) 



20 
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r 1 (** + &v — yw) 

_ r* (— <»u -h Pp 4- yw) 

'- y - Wr ' 

r % (xu — 00 -+- yu?) 

* — z rr » 

«Pr 

De inhoud van den driehoek is dus: 

r* 

_tV4tt»p*(4fg--i«*X4j a -t>*)--{ 4r a (tt»-j-i> a — ggg^^g] }» 
(4r* — »»)(4r* — t>»)(4r* — w») 

CLXXXVIL VOOB3TEL, 

Door W. van Haarst. 

Aan de uileinden van een draad zander gewicht, loopende 
zonder wrijving over een vaste schijf, zijn twee gewichten g 
en G verbonden, waarvan liet eerste zieh vrij over eene ff^issieve 
in een vertikaal vlak geplaatste parabel , en het andere over 
eene door het brandpunt gaande rechte lijn kan bewegen. 
Indien men nu aanneemt , dat de as der parabel horisontaai 
ligt en de schijf in het brandpunt is bevestigd, vraagt men 
hoelang het koord, waaraan het gewicht g hangt, moet genomen 
worden, opdat er evenwicht zij. 

Opgelost door W. var Haarst en J. J. Bbutel de la Rivière. 
Oplossing van W. tan Haabst. 

Zij O (zie fig. 72) het brandpunt en AO de parameter der 
parabel, dan is hare vergelijking op rechthoekige assen: 

en dus hare pool vergelijking : 

«* 5m* <p = 2p* Cos<p + p % f 
of wel : «* (1 — Cos % 0) = 2ps Cos Q +p* , 

dal is: 
** = •* Co8 % <p + 2psCos<P+p % of zz=z*Cos<p+p. (a) 
Nemen wij nu aan dat het gewicht g aan het koord OP =s 
in het punt P met het gewicht 6, dat op de rechte lyn BO 
hangt, in evenwicht is en ontbinden wij de kracht g in twee 
krachten loodrecht op en in de richting van de raaklyn aan 
het punt P, dan is blijkbaar, indien wij dé laatste k noemen: 

k = g (Costy + 4)z=g {Cos }Cos<p — Sin $ Sin 0); 
waarin 4» den hoek voorstelt, dien de voerstraal met de raak- 
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lijn maakt. Substitueert men hierin de bekende waarden van 
Costy en Sin$, dan vindt men; 

dó 
CosCp — «5»ii0.-j- 



rWW 



dUS: 



Door nu (a) te differentieeren, verkrijgt men: 
dzz= CoëCpdz — Sin QdQ, 
dQ Go$<t> — l 



dz % Sin 



Wij hebben dan: CoaQ — aSinQ — = 1 

ds 



^M-3'H 






en derhalve: k= -—f: — — . 

Dew\jl nu de kracht» welke aan het andere einde van 

het koord werkt, G.Sina is, indien G het gewicht en * de 

belling der lijn met een horizontaal vlak voorstelt, zoo moet 

gSintp 
- 5 L__ ï)as GA.. z«n. 

Daaruit volgt: 

g* Sin^^—g 1 (1 — Coê* $) = 2G> Sin* *(1 — Co80) 
of: g* (1 + Cos(P) =2G* «n» *, 

waaruit: 

Co*$ = : *- en 1 — C<w^=-H . '. 

Door middel van (a) vindt men dan: 

K _ P _ V9* 

l — Coê<p~2(g* — (j*Sin**f 

Zyn de gewichten gelyk, dan is « = p % en voor 
« = 45° wordt s = p. 

CLXXXVIU. V o o a s t b l. (*) 
Door L. van Zakten Jzn. 
rervgl eeno *oro<»<rf «oio parabolische baan be$chr$ft, mder- 

(•) Dit en het volgend voorstel lyu ontleend ntn Jullrn, Pro*/. 
dé Méeanifue, 

20* 
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stelt men een veranderlijken cirkel , die steeds door de zon , 
de komeet en den top der parabel gaat. Bewijs, dal het mid- 
delpunt van den cirkel eene eenparige bcweying heeft. 
Opgelost door W. Kapteyn, L. van Zanten Jzn. en J. J. 

BfiüTEL DB LA RlYIÈRE. 

Oplossing van W. Kaptbtji. 

Zij C (fig. 73) de stand van de komeet op een willekeurig oogen- 
blik , k de top en B het brandpunt van bare parabolische loop- 
baan: dan zal het middelpunt van den cirkel, die door A. Ben C 
gaat, moeten liggen in het snijpunt van de twee loodlijnen DM 
en EM, opgerigl uit het midden der lynen AB en BC. Daarvan 
de punten A , B en C, C alleen veranderlijk is, zal het punt 
M, bij de beweging van C, zich langs de rechte lijn DM 
moeten verplaatsen. 

Zij MD = u , de parameter der parabel p , de ware ano- 
malie 9, de voerstraal r en de lyn KF evenwijdig aan EM, 
dan is: MD = MF + FD, 

Mn =c^k> + BD « FBD ' 

2r- P Cosi 

Verder is bekend : 

f =TTT^ < 2) 

en f = c(tg\i+ïtg*ttl (3) 

waarin / de lijd en c eene bekende constante voorstelt. 

du 
De berekening van -j- is nu: 

du du cfó 
!t = ~dïTt' 

p-h25t«9^— 2f Co$6 
Dit (Ij volgt: i= ^r^i 5 

hierin gesubstitueerd 

p dr p Sin 

r — i + C*ei en "5ö — (l+Coei)*' 
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wordl: 



du 




9p 




dl 


4(1 + Cos*)* 
c 


1c 


d)- 

du _ 


8c 


^-(1 
= Const. 


4- Cos Ö) J ' 



Uit (3) volgt: ^ = 

zoodal : 

CLXXXIX. Voorstel. 
Door L. van Zanten Jzn. 

Een kleine bol van gegevene elasticiteit wordl in eene ge- 
gevene richting opgeworpen boven een hellend vlak, dat door 
het aanvangspunt der beweging gaat, en loopt springende over 
het vlak. Men vraagt den hoek van invallen en van terug - 
kaatsing te bepalen. 

Opgelost door J. J. Bmjtel de la Rivière en L. van 
Zanten Jzn. 

Oplossing van J. J. Brütel de la Rivière. 

Zij OX (Gg. 74) hel hellende vlak , makende met den 
horizontaal OA. een hoek t. Zy v de aanvankelijk medege- 
deelde snelheid, makende met OX een hoek * . Zij verder 
g de versnelling der zwaartekracht en Os en Oy de coördi- 
naten-assen, die loodrecht op el ka dr slaan, dan zijn de be- 
wegings-vergelijkingen van de bol: 

*** o. **y „ . 

-— r- = — g Stn % en — = — g Cos % , 
dl 1 * dl* * ' 

ds 
waaruit volgt : «r- = — gt Sin t + r Cos a , 

du 

— = — gt Cos i + v Sin * 

en y = — igt* Cos i + vt Sin # Q . 

Is B het punt, waar de bol het vlak voor de eerste maal 
treft, dan is dus daarvoor: 

y = = — \gt Cosi -f- v Sin a . 

Substitueert men de hieruit voortvloeiende waarde van t 

ds du 

in -T-en-Tf, dan wordt dus: 
at at 

r dy_ Sin * Cosi _ Tg et 

B ~ gPi ~ te~-2Sin* Sini+Cos* Cosr~2Tgc^Tgi+ 1 ' 

Zij verder e de elasticiteit van den bol, dan wordt dus na 
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de botsing de snelheid loodrecht op OX. e maal grooler en 

dus: Tg DB* = T*a t = e Ta 0« = — -^ ; 

eveazoo : 

en dus: 

_ c« 7fr x Q 

(i-*)e»7fr« Q 

CXC. V O R S T E L. (*) 

Door C. J. Matthes. 

Drti kegeltneden tjjn beschreven, die elk twee tijden van 
een driehoek in de hoekpunten aanraken en tevens door één 
zelfde punt gaan. Te bewijzen, dat de ontmoetingspunten der 
raaklijnen in dat gemeenschappelijk punt met de zijden, die 
derzelver respeetive kegelsneden snijden, op eene zelfde rechte 
lijn gelegen zijn % en dat de raaklijnen, welke aan die kegel- 
sneden, twee aan twee, gemeen zijn, behalve de zijden deze in 
dezelfde drie punten ontmoeten. 
' Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van G. J. Matthes. 

De langentiale vergelijking eener kegelsnede is: 

up* + vq* -f- m % -f- 2u'qr 4- 2v'rp 4- 2w 'p? =l 0. 

Aangezien de kegelsnede die, in de uiteinden Tan BC, BA 
en CA aanraakt, in de eerste plaats het punt B moet bevat- 
ten, heeft men, in de algemeene vergelijking 9 = stellende, 
dat up* H-tw* +2ü't>=0 een volkomen vierkant lot voorste 
lid moet hebben, waaruit v' = i/uu>. Maar de raaklyn in B 
moet samenvallen met BA, waarvoor p = q = 0; dit vordert 
w = en mitsdien ook v' = 0. Evenzoo geeft de raking in 
het punt C, c = tr' = 0, zoodat de vergelyking der kegelsnede, 
die BC tot koorde heeft, wordt: 

up*+2u'qr = 0. . • (1) 

Die der kegelsnede door C en A is: 

vq % +2o'rp = ; (2) 

(♦) Dit en de volgende -vijf voorstellen zijn ontleend aan Febkkb'r 
Nieuwere Meetkunde, voorbeelden 53—56. 
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Die der kegelsnede door A en 3 is: 

wr*+2w'pq = (S) 

Zij nu lp + mq + nr = de vergelijking van het snijdings- 

punt P. Combineert men die dan met vergelijking (1), zoo 

verkrygt men de coördinaten der raaklynen uit P aan (1), 

maar daar P ondersteld wordt aan den omtrek dier kegelsnede 

te liggen , moeten beide raaklynen samenvallen , en derhalve 

zal, na eliminatie van p byv., het voorste lid een volkomen 

vierkant moeten worden. Dit geeft: 

(mq + nr) % _ . 
». * j, ' -f- 2u'qr = , 

um*q* -f. t«n*r* -+• 2umnqr + 2u'l*qr = 0, 
(umn -f- »'/»)» = u*m*n* + 2WI7 1 »»* -f- i*' 1 /* = u*m*n* , 

bijgevolg : P = — 2- mn ; 

evenzoo : m* = — 2-^i/ , n* = — 2~/m, 
o tl? 

V w 

zoodat : «g — nr = gi^— — tV — t = de coördinaten g 

en r der raaklyn in P aan (1) doet kennen , of wel de ver- 
gelyking is van haar ontmoetingspunt met BC; terwyl men 
tevens voor het doorsnydingspunt P heeft gevonden: 

(/, m,n)::^„ J/J, *kj). 

Aan (2) en (3) voldoen j = en r = 0, gelyk behoort, 
want BC is eene gemeenschappelyke raaklyn. Ten einde de 
andere gemeenschappelyke raaklyn te verkrijgen, combineere 
men de vergelijkingen (2) en (3) en elimineere daartusschen 
p, zoo vindt men wederom: 

waarmede het tweede gedeelte der stelling bewezen is. 

De rechte lijn door de punten op BC en CA heeft tot coör- 
dinaten : (p, q, r) : : (V- , lK- • ^ -| , 
\ u v wj 

en bevat derhalve ook het punt op AB, waarvan de vergelij- 
king is : ptK-, — qjy- = 0. 

I* V 
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CXCL Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Een stelsel van hyperbels is een gegeven driehoek omschreven. 
Te bewijzen, dat, als eene der asymptoten steeds door een 
bepaald punt gaat , de andere altijd eene vaste kcgelsnede zal 
aanraken, den driehoek in- of aan-geschreven. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
De algcmeene tangentiale vergel'yking eener kegelsuede den 
assendriehoek omschreven is (zie /V. M. % 13*) 
L V 1 + M* q % 4- N*r » — 2MJ\qr — 2 IV Lr p — 2LMpq = j 
die van hel middelpunt (§ 139): 
L{L — Jf — N)p + i!f ( M — AT — £)g + N(N — L — M )r = . 

Dit beide - en - opgelost, geeft voor de coördinaten der 

asymptoten : 

p _ P + WL±{N ±L~M)y/P 

r ~ 2NL % 

g P + 2MN + (M+N—L)i/P 

7~ im 

waarin kortheidshalve 

L* + M* -h iP — 2JW — 2Att — 2LM=P 
gesteld is. 

Laat pi , g tl r, met hel bovenste teeken de coördinaten der 
eene asymptoot, p %t q % , r 9 met het onderste teeken die der 
andere asymptoot voorstellen, dan blijkt gemakkelijk, dat: 

Vk _ P+2NL+[$+L-M)\/P _ 2N L _fj 

r A 2Nl P+2NL-(!V+L-M)i/P~ Pi 

en 

q i _P+2M!V-{M+lV-L)isP _ 2MN j^ 

r~ 2MN ~ P+2MN+{M+N-L)\fP~qt 

Voldoen dus p x , ^ , r, aan de vergelijking van het een of 
ander vast punt: lp + mq + nr=:0 , dan voldoen p^ q& r 4 

aan de vergelijking --f f — = , die eene ingeschreven 

p q r 

kegelsnede voorstelt; deze wordt mitsdien door de tweede 
asymptoot aangeraakt. 
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CXCII. Voorstel. 

Door C. J. MATTHES. 

Eene parabel raakt eene zijde van een driehoek in haar 
midden aan en tevens de verlengden der twee andere zijden. 
Te bewijzen, dat de loodlijnen, uit de hoekpunten des driehoeks 
op eene willekeurige raaklijn aan de parabel nedergelaten , 
termen zijn eener harmonische reeks. 

Opgelost door C. J. Matthes, G. de Vries en G. J. D. 
Moukier. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
De algemeene tangenliale vergelijking eener ingeschreven 

kegelsnede is: u'qr + v'rp 4- w'pq = 0, (a) 

de voorwaarde voor een parabel: 

n' + t>' -f- *>' = () (b) 

De vergelyking van het midden D der rijde BC is: 

q + r = (c) 

Deze gecombineerd met (a), moet, daar D een punt is der 
kegelsnede, twee gelijke waarden geven en wel, daar BC in D 
raaklijn is , q = , r = 0. 

Daarom volgt uit q[p{v' — «?') + 9'* r ) = 0: «'rrw'. 
De vergelijking der kegelsnede wordt nu : 
u'qr-f-pv'(q-r-r) = 0; 
de voorwaarde voor de parabel: 

tt' + 2t>' = 0. 
Uit beide eindelijk u', v' elimineerende, krijgt men: 
— 2?r + ƒ>(? + r) = Of p(q+r) = 2qr, 
waarmee de stelling bewezen is. 

CXC1II. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Bewijs , dal de tangenliale vergelijking van den negenpunts. 
cirkel des assendriehoeks is: 

«fa + # + *( r + P)* + « (p + j)*= 0, 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
De negenpunls-cirkel van den assendriehoek ABC gaat door 
AiBjCj , de middelpunten van BC , CA , AB , en is dus om- 
schreven om AAjBjC,. Met opzicht tol dezen driehoek is 
derhalve de tangenliale vergelijking (zie § 138, bl. 129): 
a P\* + *9t* 4- cf|* = ; 



Digitized by VjOOQ IC 



314 W1SKÜNSTIGE 

maar Pl = i(q + r), qi =i(r + p), r = l(p + q). Zij 
gaat derhalve over voor den oorcpronkelyken driehoek in: 
*(q + tf + b{r + p)i + c(p + q$ =z0. 
CXCIV. Voorstel. 
Door C. J. Matthbs. 
Te bewijzen, dat de afstand tusschen de punten, wier recht- 
hoekig tangentiale vergelijkingen %ijm 
a|-f-^ = l en a'Z+b' n =:l is y[(a' — a)« + (b f — 6]FJ. 
Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C J. Matthbs. 
Vereenigt men de beide punten P en P' (zie fig. 75) door 

eene lijn die OX in H en OY in K snijdt , dan zullen — en 

1 _ 
fig de waarden van & en y f zyn, die mes verkrijgt door £ en n 

uit de beide vergelijkingen a| +• b*i = 1 en a'{ = Vn = 1 
op te lossen. Door derhalve de eerste van de tweede af te 
trekken, heeft men: 

De figuur geeft voorts: 

OH:KH = AA':PP' = («_o)| 1 ^(i- t + -| T ) 

CXCV. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Ifewgf , dat de cosinus van den hoek ttuschen de lijnen, wier 
rechthoekig tangentiale coördinaten zijn (£, «) en (£', w') « 

Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Blijkens fig. 76 heeft men: 
Cos HPH' = Cos (OHK — OH'K') 

= CosOHK.Cos OH'K' + SinOÜK Sin OETK' 

OH.OH'4-OK.OK' 
~ HK.H'K' 
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Ki 1 + *')({'■ +•'*' 

CXCVI. VoOHSTEL. 

Door C. de Haas Jbz. 

Een driehoek te construeeren, wanneer gegeven lijn de straal 
van den ingeschreven cirkel, het verschil der opstaande zijden 
en de lophoek. 

Opgelost door C. de Haas Jbz. en W. II. Wissel ink. 
Oplossing van C. de Haas Jbz. 

Zij CDE de driehoek, (fig. 77), waarvan gegeven is £JCz=z2*-, 
de straal r van den ingeschreven cirkel MAB; en CE— CD=2v. 
Dan is bekend AC = CB = a. Stel nu i (CD + CE) = s , 
dan is: CE = *4-* en CD = x — t? en 

DE = CE -h CD — 2a = 2 (s — o). 

Nu is: 

Inh. ACDE=:iCD.CE.&•flZC = (* , — v*) Sin et Cos et 
en ook: Inh. ACDE = \r (CE + CD 4- DE) ^: r (2* — o), 
en dus: (x* — f>*)5iMi«ftif a = r(2# — a) (l) 

Of: ** — 7; tfzr* 1 — — - . 

Stn et Cos et Stn et Cos « 

Waaruit volgt: 

r -*- ^/ g> &'»*« Cos** — ar SinetCosct + r* 

* ~ Sin et Cos et ^ Sin* et Cos % et " * 

«■ . ™ Sin» 

Nu 18 : r = BC tóWjT « =r o — , 

Cos et 

dus: — — =-— — = a Sec % a. 

Stn et Cos et Cos 9 et 

De grootheid onder het wortelteeken kan men veranderen 

als volgt: 

v* Sin* et Cos* et — ar Sin et Cos et +r* _ t t*— ar Sin et Cos et 

Sin* * Cos 1 * — * + Sin 1 et Cos* et 

f »— r « Cos* et _ . t 

&» 1 « Co* 1 * 

dus: * = a Sec 1 a ± k't> , + f" tfec 1 «. 

Nu is CM —a Sec et, en trekt men HF loodrecht op CM , 
dan is : CF = MC Secetzzza Sec* et, 
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en MF = r Sec BHF = r Sec a. 

De constructie is dus deze. Maak /_C gelijk aan den gege- 
ven hoek; trek met den gegeven straal een cirkel MA.B, die 
de beenen van den boek raakt; trek HG en HF daar loodrecht 
op. Verleng CM en maak MG gelijk aan het halve verschil 
(dus MG = t>); trek FG en maak FH = FG, dan is: 

CH = CF 4- FH = CF 4- FG = CF + f/Itf'-t-MG 1 

= a Sec 1 a. 4- |/© a 4-r a Sectt, 

en dus gelijk x; verder maakt men CI = CH, HE=ID = r; 

zoodat CE = jf4-» en CD=* — v f en CED is dus de 

gevraagde driehoek. 

Men had ook FH t = FG kunnen maken, dan is: 
CH, = CF — FG = a Sec 1 * — f/c^f 1 Sec* , 
en dus gelijk aan de tweede waarde van x\ maakt men dan 
CI f = Cl?! , HjE, = 1,1), = t? t zoodat CE, =s4-i> en 
00,=* — ris, dan verkrijgt men een tweeden driehoek 
CE,D,; deze driehoek voldoet ook aan de gegevens \ alleen de 
cirkel is aangeschreven. 

Was namelijk gevraagd den driehoek te beschrijven, waarvan 
gegeven is, de lophoek, het verschil der opstaande zijden en de 
straal van den, over den tophoek gelegen, aangeschreven cirkel, 
dan zou men hier hebben: *=$ (CE, + CD i)- 

Dus : CE, = *-|- v , CD, = x — v 

en: D,E, = 2a — (CE, 4- CD,) = 2 (a - *), 

zoodat Inh. ACE,D, = (** — v 1 ) Sin * Cos * 
en ook Inh. ACE,D, = \r (CE, 4- CD, — E,D,)c= r(2x — a). 

Dus : {x* — • v l ) Sin nCosuz=ir (2* — a). 

Deze vergelijking geheel overeenkomende met (I), moet uit 
deze vergelijking twee waarden voor x volgen, namelijk: 
x = i (CE 4- CD) en * = i(CE, 4- CD,). 
CXCVIJ. Voorstel. 
Door J. Ff. ScHaFER. 

Met passer en liniaal een gegeven veelhoek door eene lyn, 
gaande door een gegeven punt van den omtrek, in twee deelen 
te verdeelen* die tot elkander staan als twee gegevens lijnen 
of wel door datselfde punt dien veelhoek door lijnen in een 
gegeven aantal gelijke deelen te verdeelen. 

Opgelost door J. H. Sch&fer. 
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Oplossing van J. H, Schëfer. 

I. Zij b. v. ABCDE, (fig. 78) een willekeurige vijflioek, P, 
op de zijde AB, het gegeven punt en £/, iV de gegeven lijnen, 
dan is de constructie, die overigens geene verdere toelichting 
behoeft , de volgende : 

1°. Verdeel de zyde AB in reden van M : N en zij Q het 
verdeelpunt. 

2°. Verander den veelhoek in een driehoek ABC' van ge- 
lijken inhoud en trek C'Q, dan staan de driehoeken AC'Q en 
QC'B tot elkander als Jf : N. 

3°. Breng het gedeelte EC'e van den driehoek AC'Q binnen 
den veelhoek , door C'g evenwydig met EQ te trekken en 
valt het punt g op 'i verlengde der zijde DE, zooals hier 
werkelyk plaats heeft, alsdan nog gk = DQ te trekken en ver- 
volgens h met Q te vereenigen. Het is duidelijk dat hierdoor 
EC'e = egQ = eDAQ 

zal worden en bijgevolg de deelen AQADEA en QBC/iQ des 
veelhoeks, tot elkander zullen staan als M:N. 

Even duidelyk is het, dat door het punt P' zoodanig op 
DC te nemen, dat de lijnen QP' en PA evenwijdig zijn en 
vervolgens PP' te trekken, die lyn de gevraagde zal zijn. 

2. Om tot de oplossing van het 2 e gedeelte der opgave te 
geraken, volge men nagenoeg denzelfden weg. 

Moet b. v. de vyfhoek ABCDE (tig. 79) door lijnen uit het 
punt P gelrokken, in 3 gelijke deelen verdeeld worden, dan 
zou men, na den veelhoek in den driehoek NAB van gelyken 
inhoud te hebben veranderd, op AB het stuk Aa = l / 3 * AB 
moeten nemen om den driehoek NAo gelijk Va e veelhoek ABCDE 
te verkrijgen en dien driehoek op de wyze, als hierboven be- 
schreven is, omgekeerd moeten veranderen in hel daaraan ge- 
lijke deel Aao 3 E van den veelhoek , voorts dit deel in het 
deel APa s EA van gelijken inhoud, waarvan de zyde Pa 8 door 
hel gegeven punt gaat en die lyn zal bijgevolg het eerste V s « 
deel van den veelhoek afsnyden. 

Om de lyn P6 f te conslrueeren die het overige */ 8 e deel 
PB0Da 3 P van den veelhoek in twee gelyke deelen verdeelt, 
trekke men door den top N de lyn NJf 3 evenwijdig aan AB, 
verlenge Pa,, snijdende NN 3 in N 4 en neme P& = y 8 AB, dan 
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zal , de lijn N'A trekkende, die ED in b x snijdt , de driehoek 
PN'A weder = f /a gedeelte des veelhoeks zijn. 

Door dien driehoek letterlijk als hier boven beschreven is, 
te veranderen in het deel P6£ 4 Da,P en dit laatste in het deel 
Vb s Da t V des veelhoeks , zal hierdoor hel gedeelte PBCDa s P 
in 2 en bijgevolg de veelhoek ABCDE, door de lynen Pa s en 
en Vb g gelrokken uil het punt P, in 3 gelyke deelen zijn 
verdeeld. 

Het is ten slotte duidelijk, dal, verlengende P6 S tot in N t 
en trekkende, AN S het gedeelte b s cS t aan den driehoek PóN s 
= 5BCc van den veelhoek moet zijn, en dat ua het punt e i 
bepaald te hebben, waardoor de driehoeken b s cS % ea cc t b 
gelijken inhoud verkrijgen, bygevolg — heeft men goed gecon- 
strueerd — de lynen AC en Bc 4 evenwydig moeten zyn. 

CXCVII1. Voorstel. (*) 
Door J. J. Teding van Berkhout. 

Zij in eenig punt G in het verlengde van de middellijn AB 
eens cirkels eene loodlijn op die middellijn opgericht, en op die 
loodlijn eene lengte CD genomen, zijnde de zijde van een vier- 
kant, hetwelk gelijk is aan den rechthoek onder AC en CB, 
en die loodlijn aan de andere zijde verlengd en CE genomen 
= CD. Trekt men nu uit eenig punt H in DE gelegen eene 
lijn , welke den cirkel snijde in F en in G , dan is tweemaal 
de rechthoek onder Ffl en HG gelijk aan de som der vier» 
kanten op HD en HE. Vrage naar het bewijs. 

Opgelost door W. Kapteyn, W. H. Wissblizik, G. de Vbies, 
G. J. D. Modmer en J. J. Tedihg van Berkhout. 
Oplossing van W. Kaptetn. 

Trekt men uit C (fig. 80) eene raaklijn CL aan den cirkel, 
dan is de afstand van C lol aan het raakpunt L gelyk aan 
CD, want CL* = AC. BC, evenals CO 1 , volgens de onderstel- 
ling. Men kan dus het punt D gemakkelijk bepalen. 

Trekt men bovendien uit fl eene raaklijn HK aan den cir- 
kel en verbindt de raakpunten L en K met het middelpunt, 
dan is het bewijs aldus: 



(*) Dit en de twee volgende voorstellen ontleend aan het werkje 
vermeld by N°. 92. 
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HD' 
HE 1 


'zsCL' + JJCL.CH + CB 1 
= CL«- 2CL.CH. 4-CH' 


HD 1 


' + HE* 
CL» = 
Cll*:= 


= 2(CL»+CB»). 

CM» — KM» 
— CM* + HM« 

op 



CL* + CH* = HM* — RM* 
= HK* f 
= FH.HG, 
dus: HD*+BE*=2.FH.HG. 

CXCIX. Voorstel. 
Door J. J. Teding tan BEaKHOüT. 
Neme men in de middellijn AB eens cirkels twee punten 
aan, C en D, C buiten, en D hetzij binnen, hetzij buiten den 
cirkel, zoodot het vierkant op CD gelijk zij aan den rechthoek 
onder AC en CB. Richt men nu in C eene loodlijn op en 
trekt men door D eene lijn, welke die loodlijn in G en den 
cirkel in E en in F snijdt, dan is het vierkant op GD gelijk 
aan den rechthoek onder EG en GF. Jiaaf weit uit E en Y 
de loodlijnen EH en FK op de middellijn des cirkels vallen, 
dan is de rechthoek onder HC en C( gelijk aan het vierkant 
op CD. Vrage het bewijs. 

Opgelost door W. Kapte™, W. H, Wisselink, G. de Vries, 
G. J. D. Moünier en J. Jê Tedijig van Berkhout. 
Oplossing van W. Kapteyn. 
(Fig. 81). üit de bepaling van de punten C en D volgt, dat 
de afstand van C lot aan het raakpunt 1 gelyk is aan CD. 
Trekken wtf nog de hulplijnen GM, ML en MN, dan is: 
EG.GF==GN* 

= MG' — MN» 
= MC*+CG*_ MN», 
raaar MC» — MN* = CL* = CD* , 
zoodat EG.GF = CG* + CD* 

= GD*. 
En evenzoo , wanneer men CL op de verlengde ABC uitzet 
in D' en dan door D' eene iyn trekt, welke de loodlyn, in C 
opgericht, in G' en den cirkel in E' en F' snijdt, E'G'.G'F'=G'D* 
Uit het bovenstaande is bekend: 
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GD»=GE.GF . (O 

Uit de gelijkvormigheid der driehoeken KDF, DHE en DCG 
volgt: 

CD_UC_KC 
GD - GE - GF' 
dus is ook: 

CD>_HC KC 
GD 1 — GE - GF ' 
Hieruit volgt in verband met (1) 

CD*=HC.KC, 
en evenzoo CD' 1 = H'C.K'C f wanneer men uil E' en F' de 
loodlijnen E'H' en F'K' op de middellijn laat vallen. 
CC. Voorstel. 
Door J. J. Teding van Berkhout. 
Trekt men in een cirkel twee koorden AB en CD, die elkan- 
der snijden in E , vereenigt men de punten C en B en trekt 
uit het punt D eene lijn evenwijdig aan CB, de koorde AB 
ontmoetende in F, dan is de rechthoek onder AE en EF gelyk 
aan het vierkant op DE. Vrage het bewijs. 

Opgelost door G. be Vries, G. J. D. Mounier, W. H. Wis- 
selink , W. Kapteyn en J. J. Teding van Berkhout. 
Oplossing van G. de Vries. 
(Fig. 82.) Daar DF evenwijdig loopt aan BC, is /_EBC = Z.DFE , 
dus zijn de driehoeken DFE en BCE gelijkvormig. 

Vereenigt men D met A, dan wordt /.ADE door denzelfden 
boog als Z_EBC gemeten. Dus zijn de driehoeken DAE en EBC 
gelijkvormig. 
Daarom ook ADFE en ^DAE gelijkvormig, dus: 
FE:DE = DE:AE, 

waar uil: D DE =r recht h. AE.FE. 

CCI. Voorstel. 
Door W. yan Haarst. 
Een gegeven drie-vlakkige hoek wordt door vlakken ge- 
sneden, welke alle door twee gegeven punten , in twee der 
ribben genomen, gaan. Men vraagt naar de meetkundige 
plaats van het zwaartepunt der pyramide, welke daardoor ont- 
slaat. 
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Opgelost door W. van Haarst, M. Beens en 11. A. Lobbntz. 
Oplossiing van M. Beens. 

Laat PABC de drievlakkige boek zija en A en B de gege- 
vene punten in twee ribben. Van een der vlakken wordt 
door de aantebrengen snijvlakken dus telkens een driehoek 
ABP afgesneden. De ontstaande pijramiden kan men alzoo 
beschouwen als allen ABP tol grondvlak te hebben, lerwyl 
haar toppunt ergens in PC ligt. Het zwaartepunt eener pijra- 
mide ligt in de lyn die uil het zwaartepunt Z van het grond- 
vlak ABP naar den top gelrokken wordt 9 en wel op V 4 van 
die lyn , van Z af gerekend. Baar nu , door de draaiing van 
het sny vlak rond AB , elk punt van de lijn PC achtereen- 
volgens de top eener pyramjde wordt, zoo heelt men Z ook 
met al die punten Ie verbinden , en deze verbindingslijnen , 
die allen in hetzelfde vlak liggen dat door PZ en PC gaat, te 
verdeelen in twee deelen , staande in reden van 1: 3, en de 
vereeniging dezer deelpunten, die de zwaartepunten der pyra- 
miden voorstellen , levert dus eene lijn , die evenwijdig aan 
PC moet loopen, (omdat zij alle lijnen van Z naar PC gelrok- 
ken, in dezelfde reden verdeelt,) en die de gevraagde meet- 
kundige plaats is. 

CCII. Voorstel. 
Door W. van Haarst. 

Op twee der zijden en op de loodtijn, welke op de derde zijde 
van een gegeven driehoek wordt nedergelaten, heeft men gelijk- 
vormige driehoeken beschreven , naar denselfden kant gekeerd. 
Men wil bewezen hebben, dal hunne toppen in eene rechte lijn 
liggen en levens het punt, waar deze lijn de loodlijn des gege- 
ven driehoe ks snijdt , benevens de onderlinge afstanden dier 
toppen bepaald. 

Opgelost dwtr \V. van Haarst, M. Beens, G. J. I). Moünier 
en 11. A. Lorrntz. 

Oplossing van YV\ van Haarst. 

Beschrijven wij (zie tig. 83) op AD, AB en AC de gelijk- 
vormige driehoeken APD, AP,B en AP a C, dan willen wij eerst 
bew'yzen, dat de toppen P, P, en P 9 dier driehoeken in eene 
rechte lijn liggen. Daartoe trekken wy PP, , dan volgt uit de 
gelijkvormigheid der driehoeken APD en AP^, dat Z.DAP = 
L MP 4 en bij deze gelijkheid aan beide zijden voegende 

21 
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ZJ>AP |f ^.PAP 4 = ^DAl) en dewijl, wegens de gelijkvormig- 
heid der driehoeken AP 4 B en APD, AB: AP, = AD: AP of 
AB: AD = APj : AP, zijn de driehoeken ABD en PAP 4 mede 
gelijkvormig, waaruit blijkt dal hoek APP t recht is. Trekken 
wij nu PP 3 , dan vinden wij op gelijke wyze, dat driehoek 
APP 3 gelijkvormig is aan driehoek ADG, zoodat hoek APP 3 
mede recht is en bijgevolg P f P a eene rechle lijn, en ook de 
geheele driehoek P f AP 8 gelijkvormig aan den driehoek ABC. 
Noemen wij nu de hoogte AD van den driehoek ABC h , 
de hoogte AP van den driehoek P t AP t m, dan is wegens de 
gelijkvormigheid dezer driehoeken: 

PP 1 _P^_AP i _AP 

BI) ~ CÜ ~ AC - AU* 



waaruit volgt « 



PP -AP ™ PP -AP™ 



of indien wy BD = a', CD = a' stellen: 

PP 2 = m. — en PP l =t/i. r . 
h h 

En in den rechthoekiger) driehoek APX heeft men AX = 

AP&0/.PAD, of wanneer wy voor dezen hoek <p stellen: 

AX = mSec<p. 

CCill. VoonsTEL. 

Door VV. VAN HAARST. 

Men vraagt de fraaie interpolatie-formule van Lagrarge , 






(a t — * 2 ) (flj — a s ). . . .(a A — o n ) 
{x — a,) (m — o 3 ) (x — a n ) 



(ff a — a t ) (a a — o a ) . . • .(o a — a H ) 
+ (* — <*«)(* — flg)....(g — g ;) 

s (°s — «i)K — **).... («t— <*) 

(r — c t ) Qr — q 2 ), » « .(x — q») 

te bewijzen. (Zie Iobatto, Hoogere Algebra, § 203,) 
Opgelost door W. van Haarst en H. A. Lorentz. 
Oplossing tan W. van Haarst. 

Indien y i% y 3 , f|....jf/de n byzondere waarden eoner 
functie y voor * =r a, , * = a a , ar = a s . . • . x = a» voorslel- 
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leu, dan zal men y als den algemeenen term eener roeks van 
de (* — 1)« orde kunnen beschouwen en do waarde daarvan 
kunnen voorstellen door do formule: 

ysr^ + ^j — ai ) + J 3 {s — !>,)(* — a a ) j ( v 

waarin de onbekende coëfficiënten ^ lf ^ enz. bepaald moeten 

worden door de n gegeven© waarden van y, dal is, door de 

waarden y t . y 3t y 3 enz., die y verkrijgt» door s = t » 

* = <? 9> szna^ enz. te stellen. Wy hebben alzoo 

voors = a lf y=y | = ^ i ; 

voor s == a 2 , ysy^n^-f-ig^- ff,) , 

voor s = o 3v 

y =y 8 = ^i + ^a(°2— °i) + ^h — «i)(«» — a a) • 
voor * = « 4 , y = y 4 = ^ -h ^ 8 (a 4 — a f ). # . # 

+ ^3 (*4 — a i)K — *i) + ^K- fl i)( a 4 — "a)K — *«) enz - • 
dus voor * = *„» 

9 = yn = 4+ J 3i a » — «lï + ^s^jt.— «i)(«n — «*) 
+ ^4 (*« — a i) ( a « — fl a) «— *a) 

+ Jn[<*f— «|)(*n — «j)(*i ^ ö s ). . . .(<!« — flf._l). 

'Daaruit volgt blijkbaar: 

^ _ yt— y» _ y< . y* 

«*9 — ' — — — — -f — — — » 

<j 2 — cr 4 a t — a^ o^ — o, 

(y a — y t )K — "t) 

y« ~- Vi ~ — ~ 

j — -. — . * « of 

, 7 __ , ?/i , y* _, & 



,, v_i y? _ 

, y 8 ^ y* 



(«»— "lH ö 3 —««)(«» — a è) ( a 4— fl l)( a 4— «i)l«4 — *«)' 

derhalve: 

^ = Vi , y§ 

* (ö|-««X i— *aM a f— "«) (°*- fl iX a s^3X«2~ fl 4)- l«r-*-) 

. y$ 



(«3 — a \) ( ff a — *s) ("3 — "4)- • • •(*« — **) 

21* 
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, tn 



(a k ~ <*\) ("4 — a l) K — a n) 



-h enz. 



K — a i) ( a n ~ a t)( ff n — « 3 ) (P% — ö, -l)" 

Door deze waarden in (a) Ie subslilueren, verkrijgl men: 

I °i — °« (*1 — «2) («1 — «3) 

(«1— «aX«i— a aK«i— «♦) ' * l*i— *iX«i— »aM«r "»)■ 

(g — ",) (* — <f a ) ...{g-flU) ! 

4- enz. -f- — ; rl 

(«* — «i) ("a — «3) (*a — «i)l 

*i) K — "a) («8 — «j) («• — V t"» " "4) 
(x — o { )(*—Oz) ...(* — "«-ijl 
-i-enz 4-7 h-: 2 — r — ^ :J + enz. 

Nu is: 1+ L = -. 



y *{ë 



Voegt men bierbij den derden lerm, dan komt er: 

iZlftflH- g . HfL ^= ( J ~ g t)fr — ^ 
•« — «a\ «4—03/ («|— "a)(°« — **)' 
De som der vier eerste termen wordt dan: 
(g — O'* — a 9 ) e x— aq \ __ (y - g f ï (g — i a )(g — o 4 ) 

(o, — oa.;^, — fl a ) V H| — n 4 / (<ï. — <ï 2 X tf i — d 3X fl i— «4) 
rn men vindt alzoo voor de *om van de n termen, die den 
coëfficiënt van y, vormen: 

(* — "» )(* — ««)(•* — <u)- - - fc — <v) _ 
( ff| — ö s ) (a t — o 3 ) (a 1 — * 4 ). . . .(<*! — 0.) ' 
Nu is tvenzoo van den coëfficiënt van y 4 de som der beide 

eerste lermen: J f 1 H *• J = r ^ — * 

«a— o, V ** — ffj/ («2 — fl|)(ff a — «3) 

en het is gemakkelijk in te zien, welke wet daarin heerscht, 

en dat men alzoo verkrijgl: 

(g — n»)(g — a 8 )(g— g 4 )....(g--<i w ) 

1 («i — «t) («ï — fl s) ( fl i — «4) ••••(«! — °») 

(g — gQCa? — fl s )(tf — q 4 )....(ar — q») 

(«1 — «i)(«a — «3) («a — «4>- • • ("a ^ «■) 
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^ (* — q t )(* — «,!■...(* — «,) 

4- enz. -+- y m -r-z ^ : :• 

(«■ — «i) («« — «!)—•(*■ — «■- 1) 

Oplossing van H. A. Lorentz. 

Het vraagstuk, dat door de interpolatie-formule van Lagrakgb 
is opgelost, is het volgende: 

Een polynomium van den n — l» ten graad ten opzichte van 
x te vinden, dat voor n gegeven waarden van x namelijk a l% 
a t ...a n de gegeven waarden y,, y^..^ verkrijgt. Vooreerst 
merken wij op dat dit vraagstuk in het algemeen ééne, 
maar ook slechts ééne oplossing toelaat, want beschouwt 
men de n coëfficiënten van het polynomium als onbekenden, dan 
verkrijgt men ter bepaling daarvan n lineaire vergelijkingen, 
die slechts één stelsel waarden opleveren. Hoe men derhalve 
ook een polynomium vindt, dat aan de vraag voldoet, dal moet 
altijd het eenig mogelijke zijn. 

Om zulk een uitdrukking te vinden, kunnen wij eerst een 
polynomium F^*) zoeken van den »— l§ten graad en dat voor 
s=za i de waarde y, heeft, voor * = a,, a, . . ..a, daaren- 
tegen de waarde 0. Evenzoo een polynomium F a (x), dat voor 
s = Oz de waarde y 3 heeft, voor x = a lf a it enz. de waarde 
0, enz. Op deze wijze verkrijgt men n uitdrukkingen 

F,i*). Fj(*) F» (ar) en klaarblijkelijk zal dan: 

y = F 1 (s)-i-F a (jp) + .... + F„(s) 
juist aan de opgave voldoen. 

Om F,(s) te vinden, merken wij op dat een polynomium 
dat voor * — a 3 , a 8 enz. =0 wordt, * — a if s — a s , enz. 
tol factoren moet hebben. F,(*) heeft dus den factor: 

(* — fl 2 ) (* — *«)••• .(* — *») 
en daar dezo reeds van den n — l«tcn graad is, moet 
noodzakelijk F,(x) = A (s — a 2 ) (* — a d ). . . . (x — o.) 
zijn, waarin A % niet bevat. Wij bepalen nu A door de 
voorwaarde dat voor * = *,, f t (x)z=:y t moet worden; 
dit geeft ons: 

y, = A(n, — a,)(rt, — a 9 ) ...(«f, -*„), 

A== y^ ( 
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(lU3 : 

p (*_„,)(*-«,) (s~a n ) 

1 , * ("i — fl a)(°i — fl s) («!—«■) 

Evenzoo vinJt men F 4 (ir), enz, die men ook door veran- 
dering der indices uil F,(*) kan afleiden. Ten slotte ver- 
krijgt men do formule van Lagrange. 

CCIV. Voorstel. 
Door J. M. Heubbock. 
tien vraagt den inhoud te bepalen van het lichaam, dat 
ontslaat f wanneer men de eissoüde om hare asymptoot laat 
om wentelen. 
Opgelost door J. AI. Ueijbaock en J. II. Schüfbr. 

Oplossing van J. H. Deubiiock. 
Zooals men weel, is de vergelijking der cissolde: 

Uil den vorm der kromme lijn blijkt dal hel zwaartepunt 
van de vlakte begrepen tusschen de cissolde en hare asymp- 
toot ligt op de x-as, en wel in hel punt Z, zoodanig dat: 

beide integralen moeten genomen worden tusschen * = 
en jr=2r: 



r 



l/A = -^z r = T". ; T, r > 



de lijn ZA (afstand van het zwaartepunt tot de asymptoot) 

= OA - OZ = 2r — \r = lr. 
3 3 

Nu is volgens den regel van Guldin liet gevraagde lichaam 

= de vlakke inhoud der cissolde maal den omtrek des cirkels, 

hebbende tol straal de lijn ZA = y a r. 

Inhoud cissolde = 2/yds = 3«r 9 , 

Omw. lichaam =. 3»r 9 x 2 / 3 *r:= 2*V. 

CCV. V O O B S T E L. 

Door J. M. Hembbock. 
Men vraajt den tfjd te bepalen, dien een lichaam noodig 
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heeft, om van uit den top langs een gegeven boog eener verti- 
cale cissoide te vallen , in de onderstelling , dat de asymptoot 
der kromme lijn een 9 horizontalen stand heeft, den tegenstand 
der lucht buiten rekening latende. 

Opgelost door J. M. Heijbrock. 

Oplossing van J. M. Heijbrock. 

De formule voor den lyd, dien een lichaam besteedt om 
langs eene verticale kromme lijn te vallen, welker vergelij- 
king op de regthoekige coördinaten gegeven is, is: 



= — f' 



vu v. <" 

De vergelijking der cissoide is: 

l'il deze vergelijking vindt men achtervolgens: 

dy Zr — s f / x dy* 9r*s — dnfl+s*^ 

d*~2r~^~s 2r — s i 'dx* (2r— *)« ; 

dx* — (2r — *)» VK ^^' — Ir — s ¥ 2r — s 
Dit ia (1) gevoegd, geeft: 

~~2i/gJ 2r — • (2r— #)* y ' 

Om dezen vorm te inlegreeren, stelt men: 



2r— m ' 

dit geeft: 

2rs* in , 2*- 2r« 

<fc _ 2» 
2r— *~l+i« ; 
8r-+- 2r s 2 /V4 + s* 

deze waarden gevoegd in (2), geeft na herleiding : 

wanneer men namelijk x = tang<p stelt; hierdoor wordt : 

* 2r 

tang 9 = — ; Sec 1 & zzz r— — , 

* r 2r — * ^ 2r— j? 
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Co.*<P = ~^ i Sin*<P =y/' Si " * = ^Tr ' 
Nu is: 

(1 + </«<«$•$)» =r 

1 1 5 

1 + «/jingle— —tang'Q + — te«g«$ — ^tg 9 * +enz. 

dit in formule (5) gevoegd, geeft: 

t ~~V gj \Cos<p g Co*<p 128Ct» s <Ê * 

Deze reeks term voor lerm inlegreerende , komt er: 



A 



\2Sj 



1 fSin*<pd<P _ 1 SinQ 1_ f /\ -f- Sin Q 

bj Co8*0 '~\6 ' Cos*<j> 16 ° 9 l—Sin<p 

Sin*<pd4> _ 1__ Sin*Q 3 SinQ 

Cos*<p ~ 128 ' Cos*<p 512 * Cos*<p 
3 S inQ & t/ l ~i~ Sin $ 

1024 ' Co8*$ 1024 ° 8 ' i—SinQ f 

5 Sin*Q 

SinQ 5 SinQ 5 &7»$ 



1 /• Sitfi<pd<p _ 1 AVfl 
1024 / Co» 7 (f) ~ 2«* ' C£?4> ' 



^ 3.2» * CW» 3.2 13 # Co7^ 2» ftw»^ 

6 /y! + &*$ 

-2iï fo ° ^ÏTS>' 
dit geeft: 

, ~»{1gW |/l + «i» JTI^ 5^0 

'f) 103*4 ^ * r 1— 6m$^ 16384 C<w»<f> 

91 5in$ 1 «Sm 8 Q 5 5/n<J> 



3.2"Cto*$^2 7 " 6'(w*0 ^3.2» # Co** <p 

'3.2*0 • ^«3 + 2 <° - Cm*0 ~ enz ' J • 
Beze integraal behoeft gecne constante, dewijl voor * = 



ook <p = en t = wordt. 

< = 0,93A 



o- 

voor # = r of = 45° is t = 0,93^— = 0,59j/> ; 



4,906 E) stellende; 
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voor * = IJr of q> = 60° is t — 1,691 f/^ = l,08|/r ; 

voor # = 2r of d = 90° wordt * oneindig , hetgeen duidelyk 
is, omdat het lichaam eerst na een oneindig grool tijdsver- 
loop den asymptoot bereikt. 

CCVL VOOBSTEL. 

Door G. J. D. Hodribr. 
Fan een rechten cirkelvormigen kegel zijn gegeven de straal 
tan hei cirkelvormig grondvlak R en de hoogte H, Nu is door 
een punl P van de as op een gegeven afstand h van het grond* 
vlak een vlak gebracht dat den kegel snijdt volgens eene ellips. 
Indien nu bekend is de hoek , dien de grocie as van de 
ellips met eene der opslaande zijden van den as-driehoek 
maakt 9 vraagt men den inhoud van den afgeknotten kegel. 
Opgelost door J. M. Heubeock en 6. J. D. Mouiuer. 

Oplossing van J. M. Heubrock. 
Zij (fig. 84) AC de as en BG de beschavende lyn van des 
gegeven kegel, dan is: AB = R, 
AC = H, 
PA = A, 
Z_DGO=<f>. 
Stel verder: Z-ACB = «. 

In APOC is: 

PO:CP = SinKO : Sin COP 

VO:W — h=zSina: Sin(<p — 2a) 

P0 = (H-A). o , f"* Q , 

In ACGP is: 

GP: CP = Sin GCP : Sm CGP 

GP : B — h = Sin « : Sin 

=r de groole as der ellips •= 2a, 
In ACGP is: 
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CC : CP =rr Sin CPG : Sin CGP 



CG : H — h — Sin (<J> - «) : Sin <t> 

■ <*■<■-'»■ 3^"' 

In ACGE is: 

Cl — 2GC Am CGL 

GI = 2(»~A)g^~* )g '»* 

v J SinQ 

Maakt men L G1K = £_ DGO = <p , dan is GK = p = de 
parameier der ellips. 
In AGIK is: 

GK : GI = Sin OIK : Sin GKl 
p : GI =1 &n : Cm <* 

Nu is: 

0f8te " ende: Sm^*) **^ *»*'*»' 

«A» =■ J* (H — A)« 5»«» « teug » p/ ' 2 & "^ ~ a) =inhond 

Cos a 
der ellips. 

Laat men nu de loodlijn CL op GO vallen» dan is deze 
loodlijn de hoogte van den afgesneden scheven kegel. Nu is: 
CL=CG&nCGL = (fl -A) Sin (0— *). 
Inhoud scheven kegel = 

ab* X ;CL=Ay (H -A)»5t» (fl- «) Sin**tg*pi /? Stnl<t> ~~*\ 

Cos * 

Nu is de inhoud van den geheelen kegel 

sfvR'HsfrH'fffy'ff. 
Door afLrckking vindt men: Inhoud gevraagden afgekn. kegel 

= Jï**nf*Uw-Ql-hY8inW-m^ 

[ Cos % J 
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CCVI1. Voorstel. 
Door J. EL Schïfeil 
In eiken mllekeurigen veelhoek , met uitspringende hoeken 
en ten oneven getal zijden , kan ééne en slechts ééne kromme 
beschreven worden , samengesteld uit in elkander hopende cir- 
kelbonen, welke de betrekkelijke tijden van den veelhoek tot 
raaklijnen hebben. — Heeft zulk een veelhoek met uitsprin- 
gende hoeken een even getal zijden, dan kan die kromme niet 
beschreven worden, tenzij van de opvolgende zijden de som der 
oneven geplaatste aan die der even geplaatste gelijk is, in 
welk geval het getal dier krommen oneindig groot is. 
Opgelost door J. tl. SchSfeb. 

Oplossing van J. II. Schüfer. 
Zij (fig. 85) PQRST bijv. een willekeurige vijfboek , bob- 
bende lot zijden TP = o, PQ = A enz., bet zal er dan slechts 
op aankomen hel eerste middelpunt ö i te vinden* waaruit de 
cirkelboog AB moet getrokken worden, die de zijden o en b 
aanrake; wanl is dil punt bekend, dan zijn ook de overigen 
bekend. Immers zij voor AP = PB = x , O i hel eerste mid- 
del* of snijpunt , waarin zich de lijnen A0 f en BO { , respecti- 
velijk loodrecht op TP en PQ, snijden, dan zullen de volgende 
O*, 3 , 4 en 5 gevonden worden door op de achtereen- 
volgende zijden o, d en e ie nemen, als: 

op c, QC = QB = £ — x (1) 

» d, RD = 11C = <? — b + w (2) 

» e, SE = SD = rf — c-t-fc — s. ... (3) 
en vervolgens uit de raakpunten C, D en E loodlijnen op 
de betrokken zijden te trekken, die zich in de opvolgende 
punlen a , 8 , 4 eu O ö snyden. De bogen AB, BC, CD, 
DE en EA achtereenvolgens uit die punten getrokken , zullen 
dan eene in elkander loopende kromme vormen, hebbende 
zijden de» veelhoeks tot raaklijnen. Zal nu die kromme 
geheel gesloten zijn en by het punt A in zich zelvcn weder- 
keeren, dan moet A0 5 = E0 öf bijgevolg AT=TE, dat is: 

e — SE = a — x , 
of blykens (3) e — {d — c -?- b - .r) = (a - r) 
en dus: 
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AP = * = i{(«4-6-l-<0— (« + •)) .... (4) 

Men kan zich gemakkelijk overtuigen dal in elke (2n 4- 1) 
hoek slechts ééne en dezelfde kromme op de beschreven wijze 
kan gelrokken worden. 

Immers wanneer men b.v. met de zijde c aanvangt en 
daarop RCnra? 1 stelt» dan worden achtereenvolgens: 
SD = d— *\ 
TE = e — d + x' % 
PA=a — e -+.<* — *\ 
QB = £ — o + «- <*+*', 
eo moet bijgevolg: 

QC = BQ, 
dat is: 

c — ■ ar' = A — a + e — d + z' f 
eo das: 

BC = *'=i(c-«-«f + a)— i(a + *) .... (5) 
ryn 9 terwijl hierboven blijkens (2) gevonden wordt: 
BC = c — *4-*. 
Stelt men hierin de hierby behoorende waarde (4) van * 9 
dan komt er: 

BC = e — A+i«-H*-Hrf — ^ — ie = i (c+d+a)-l(e+b) . 
e?en als in (5). 

Bet kan gebeuren dat de gevonden en geconstrueerde 
waarde van * > b of wel (£ — e) ) c enz. is ; in dit laatste 
geval nam. QC = BQ > QR. Fig. 86 valt het raakpunt C op 't 
verlengde van de zijde QR en moet men om 't raakpunt D 
van RS te vinden het negatief lijntje BC op 't verlengde van 
SR uitzetten. 

Bet is duidelijk dat de loodlijnen uit C en D op de zijden 
BQ en RS getrokken, zich nu beneden die lijnen in O, snijden. 
Het boogje CD van de kromme ligt dus buiten den veelhoek 
en vormt bij het punt C met den boog BC een keerpunt. De 
zijde QR blijft dus de gemeenschappelijke raaklijn der twee 
bogtn BC en Cl). Door op de zijde ST , SE = SD te nemen, 
de loodlijnen E0 4 en D0 4 en uit het snijpunt O é de boog DE 
te trekken, is weder de zijde SD de gemeenschappelijke raak- 
lijn aan de bogen DC en DE, die het punt \) (ol keerpunt 
hebben. 
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TE = TA zijnde, zal de laatste boog, getrokken uit het 
snijpunt O fi der loodlijnen AO ö en E0 6 , de kromme sluiten. 
Om het tweede gedeelte van de opgaaf builen twijfel te 
stellen, zij b.v. een willekeurige zeshoek, die UP = a,PQ = 6 
enz. tot zijden heeft. Neemt men dan weder op de zijde 
UP = <i een stuk AP = «, dan heeft men even als hierboven : 

AP = ar, 

BQ = b — x , 

CB = c — b+x 9 

US=zd — c-h b — z, 

ET =« — </ 4- c — b + x. 

waardoor hel laatste segment Fü nu wordt: 

Fü = ƒ — e-h d — c •+• b — ar. 

Zal de kromme in zich zei ven wederkeeren, dan moei 
weder: FU = AU=a — x % 

dat is : 

/ — e + d — c + 5 — x=za — x (A) 

zijn. Aangezien nu bij een veelhoek van een even aantal 
zijden in de belrokken eindvergelyking (A) t de term x ver- 
dwijnt, kan de kromme, in kwestie, zich niet sluiten, tenzy 
werkelijk in (A) 

/"— «-{-</ — e + bz=z a, 
dat is: 

(a + c + e)z=(b + d+ f) 
is* Voldoet de 2»-hoek aan die voorwaarde* dan is het 
onverschillig waar hel punt A op de zijde x genomen wordt; 
men zal altijd een verschillend gesloten kromme verkrijgen, 
waarvan hel getal dus oneindig groot is. 

Omdat bij een willekeuriger] 2n-hoek om den cirkel be- 
schreven, van de zijden zooals zij zich opvolgen, de som- 
men der oneven en even zijden gelijk zijn, (*) b.v* van een 
zeshoek: (a + c + e)=(H^ +f) » 

heeft men hierdoor een gemakkelijk middel, om zich praclisch 
van de waarheid dezer eigenschap te overtuigen. 



(*) Ofschoon deze eigenschap , (die voor zoover schrijver hekend is 
in de elementaire leerboeken niet wordt aangetroffen) k priori nit het 
voorgedragene werd afgeleid, kan zij rrgtstreeks uit do fig. gemokkelyk 
hewezen worden. 
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CCVIIL V o o n s t e l. (*) 
Door C. J. Matthbs. 
Aan te tomen % dat de afstand van het punt, wiens recht- 
hoekig tangentiale vergelijking is a£ -f- hn =: I tot de Ujn 

Opgelost «/oor C. J. Matthes en G. J. D. Mounier. 

Oplossing van C. J. Matches. 
Uil fig. 87 is duidelijk, dat: 

PQ X HK = PB X OK -h PA X OH - OH x OK , 
bqgevolg : 

— — -1 
_ UÜ*OK _ g^ + br ti — 1 

" VOH* ^OKV 

CCIX. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Bewijs dat de rechthoekig tangenliate vergelijking 
? l + « l + 2P£ + 2Qv-f- R = 
eene kegelsnede voorstelt, waarvan de oorsprong het brandpunt 
is. Welke zijn de coördinaten harer richtlijn f Welke is 
hare excentriciteit en welke haar parameter? 
Opgelost door G. J. Matthes en II. A. Lorektz. 

Oplossikg van C. J. Matthes. 
Van de gegeven kromme heeft de wederkeerige ten opzigle 
van den oorsprong als middelpunt van wederkeerigheid lot 
cartesiaansche vergelijking: 

** + y 1 4- 2?k'x 4- 2Qk*tj -f * 4 R = , 
die blijkbaar een cirkel voorslelt mei — PA 1 , — Qk 1 lot 
coördinaten van het middelpunt en 

iV(pt + Q»_ n )==# 

tol straal. Hieruit volgt onmiddellijk (zie Ferrers bl. 111, 
§ 124) dat de gegeven rechthoekig langeniiale vergelijking die 



(*) Dit voorstel en de volgende drie voorstellen zyn ontleend aan 
Fcrrebs Nieutcere Meetkunde, voorbeelden 59, CO, Cl en C3. 
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eeoer kegels nede is mei hel brandpunt in den oorsprong. 
Daar voorts de richtlijn der kegelsnede de pool lijn is van hel 
middelpunt des weêrkeerigen cirkels, zijn hare coördinaten 

| = -P, * = -Q; 
terwijl de excentriciteit: 

«_ƒ / P' + Q' 

— p ~ K P* -f- Q' — R 
en de parameter: 

_«!_ 2*1 2 . 

~ P ~V(P*-hQ*-R) lS * 

CCX. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
/tan /e toonen, dat de langeniiale poolvcrgelijking pzza+c Co*<p 
een* cirkel voorstelt en levens den straal van dien cirkel te 
bepalen. 
Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Zet men , zie fig. 88 , op de as OX de lengte OC = o uit; 
trekt men uit den oorsprong O eene lijn OA onder een hoek 
met de as = $; laat men vervolgens uit C daarop eene lood- 
lyn GA vallen en neemt men op het verlengde van OA een 
stuk AB =a, dan is hel lichtelijk in Ie zien dat de loodljjn 
BP op OB voor elke waarde van <p steeds raaklijn is aan een 
cirkel uit C als middelpunt met a als straal beschreven. 
Tusschen de langeniiale poolcoördinaten Qti=p en L<P van 
dien cirkel bestaai nu altijd dit verband ; 

OB = p= OA <+■ AB = e. Co$<p+ o. 
2<fo Bewijs. Reduceren wij de vergelijking tol eene recht- 
hoekig tangenliale, door daarin: 

en Co* $.-=:- 



te stellen , zoo verkrijgen wij: 

•■(È»+*») = (l— «{)■. 
Deze gecombineerd met de al gein eene vergelijking von een 
punt «t{ 4- nn = l , 

zoo moeten daaruit gelijke waarden voor do coördinaten £ 
en n der raaklijnen voorlvlocijen , bijaldien het punl aan den 
omtrek des cirkels gelegen is. Dit geeft het verband : 
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Hen ontwaart hieruit , daar « en * de cartesiaanscbe coör- 
dinaten van het punt zijn , dat men een cirkel voor heeft » 
waarvan de as OX het middelpunt bevat op eenen afstand 
OC=e, en de straal =a is. 

CCXi. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Bewijs 9 dat de oniwondene der ellips, wier rechthoekig tan' 
genitale vergelijking is a 1 ^ «+• b % n* = 1 tot vergelijking heeft 

Opgelost door C. J. Matthes en H. A. Lorbhtz, 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Bepalen wij voorloopig het verband tusschen de rechthoekig 
tangenliale coördinaten \ en u, £ t en « 4 van twee rechte lynen 
die loodrecht op elkander staan , en onlleenen wy daartoe uit 
flg. 80 de evenredigheid: 

OH:OK = OK t :OB 19 

1111 
dat is: — -:-=—: -y , 

Of: — *: £ = & : *,, 

waaruit: Jfo 4-1^ = (1) 

Zij nu: »t|+n* = t (2) 

de vergelijking van een punt in 't algemeen , zoo moet de 
combinatie dezer vergelijking met die der ellips 

a»É« + AV = l (5) 

de coördinaten opleveren der beide raakl'ynen uil dat punt aan 
de ellips getrokken. Ligt echter het punt aan den omtrek, 
zoo vallen de raaklijnen ineen, en wij moeten alsdan dezelfde 
waarden voor die coördinaten erlangen. Hieruit volgl de 

betrekking: b % m* + a l n* =ia l b % ; (4) 

terwijl men voor de coördinaten der raaklijn in het punt vindt: 

si — ^ï» * 1== £ï ^ 

De normaal in hel punt (m, n) slaat loodrecht op de raak- 
lijn en bevat levens het punt. Yan hare coördinaten 3, n 
geldt dus hel verband met £, en n { boven onder (1) aange- 
geven, en bovendien moeten zij voldoen aan do vergelijking 
(2) van het punt. Wij hebben dus: 
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-=. {-f- —.ii=0 en tevens wi£4- «*= 1. 

Uit deze twee vergelijkingen en uit (4) m en n eliminee- 
rende, verkrijgt men voor de rechthoekig tangenliale vergelijking 
van de onlwondene der 



a* b* 

Oplossing van II. A. Lorejitz. 

Laat £ lf *, de coördinaten van eene der raaklynen aan de 
ellips zijn, dan is, zooals men zeer gemakkelijk vindt, de 
vergelijkiug van het raakpunt: 

•■«, + é 1 »*^! (1) 

Zoeken wij nu de coördinaten £ en n van de normaal in 
dat punt. Vooreerst voldoen deze aan de vergelijking (1), 
daar de normaal door het raakpunt gaal, en ten tweede aan 
de vergelijking : 

R f + w fl = 0, (2) 

welke uitdrukt dat de normaal (£, n) en de raaklijn (g t , * 4 ) 
loodrecht op elka&r slaan. Door de vergelijkingen (1) en (2) 
worden dus £ en n bepaald. Voegt men nu hierbij de verge- 
lijking: ''£«» +*'««' =1. ....... (3) 

die uitdrukt, dat (£ t , »? f ) eene raaklijn aan de ellips is, dan 
behoeft men slechts uit (1), (2) en (3) £ t en v fl te elimi. 
neeren, om de vergelijking der omhullende van alle normalen, 
d.i. de onlwondene der ellips te verkrijgen. Die eliminatie 
geschiedt gemakkelijk door £ 4 en v t uit (1) en (2) op Ie 
lossen en de verkregen uitkomsten in (3) te subsi itueeren. 
Dit geeft ons: 

, 1 --_ - 1 

il ~ (a* — b* )} ' ,f ~ (a» — b ')* 

en na substitutie in (I): 

a* 5' 

(•■- 

Of: 



(„* _6«)* £« + («* — 6»)* ij« — J * 



o 9 & 1 
voor de vergelijking der onlwondene. 

*2 
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CCXIL V o o r s t e l. (♦) 
Door J. J. Tering van Berkhout* 
Zij een getijkbeeniye driehoek ABC in een cirkel beschreven 
en de rechthoek onder AC en CD (zijnde D een punt in de 
grondlijn BC) gelijk aan het vierkant op BC, uit B eene 
l\jn getrokken, welke AC snijd e in F en den cirkeUcmirek 
in E, en uit E eene lijn getrokken tot G in het been AC 
evenwijdig aan BC, dan staat de rechthoek onder AF en FG 
tot het vierkant op CF ah AG : CD. 

Opgelost door H. Beejs, J. J. Teding van Berkhout en 
G. J. D. Moümer. 

Oplossing ra» M. Bsens. 
Men heeft (Gg. 90) a AEF c/> A EFG, want L FEG = ZJAF, 
als rustende op de bogen EC en BB, die, tusschen even- 
wijdige koorden BC en EH begrepen, gelijk zijn , en verder 
is Z.AFE aan beide driehoeken gemeen. Uil deze gelijkvor- 
migheid volgl: 

AF:EF=EF:FG of AFxFG = EF*. . . . (1) 

De driehoeken AEG en AEC zijn ook gelijkvormig, want 

Z_GAE is aan beiden gemeen, en /.ACE is gelijk L AEG, 

als wordeinde gemeten door de gelijke bogen AE en AH, welke 

gelijk zijn, omdat AABC gclijkbeenig is. üieruit volgl: 

AG: AE=AE:AC of AE J =AG*xAC . . . (2) 
Eindelijk zijn ook de driehoeken AEF en BCF gelijkvormig, 
daar zij gelijkhoekig zijn, alzoo: 

BC : AE = CF : EF; of BC* : AE* = CF* : EF*. 
Hierin BC* vervangendo door ACxCD, en uit (2) AE 1 door 
AG x AC, krijgt men: 

ACXCD: AGX AC = CF» : EF* , 
en daar: 

EF» = AFxFG(l) ook AC xCD: AG x AC=CF*: AFxFG, 

en vereenvoudigende: 

CD:AG = CF* : AFxFG of AFx FG:CF« = AC: CD. 

CCXUL Voorstel 

Door J. J. Tering van Berkhout. 

Zij ABC een gelijkbeenige driehoek in een cirkel beschreven 

(+) Dit voorstel en de drie volgende zga f onder bewgs opgegeven in 
net werkje vermeld kjj N*. 92. 
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en uit A eene /yn getrokken, welke de grondlijn BC snijde in 
E «ft den cirkelomlrek in D , dan is de rechthoek onder DA 
en AE ;e/t/ft aan Art vierkant op AB of AG. 

Ohselost door M. Beens , J. J. Teding van Berkhout en 
G. J. D. Mounier. 

Oplossing van M. Beens. 
Laat ABC (fig. 91) de gelijkboenige driehoek zijn, waarin 
AB = AC. Er is uit A eene willekeurige lijn getrokken , die 
BC in hel punt E, en den omtrek in D snijdt. De driehoeken 
AEF en AÜG zijn gelijkvormig f daar zij rechthoekig zijn en 
den scherpen hoek DAG gemeen hebben , waaruit volgt: 

AF:AD = AE;AG of AFx AG =s ADx AE. 
Maar in den rechthoekigen driehoek ABG is: 

AB>=AGxAF, 
zoodat men heeft : AB 1 = AD X AE. 

CCXIV. Voobstel. 
Door J. J. Teding van Berkhout» 
Zoo in de figuur, behoorende bjj het voorgaand voorstel, raak- 
lijnen aan den cirkel getrokken worden in A en in B , welke 
elkander ontmoeten in F, en men trekt dan de lijn FD, welke 
de grondlijn BC in G snijde 9 dan is de rechthoek onder BC 
en BG gelijk aan het vierkant op BE. 

Opgelost door M. Beens, J. J. Teding van Berkhout en 
G. J. D. Mounier. 

Oplossing van M. Beens. 
De raaklijn AF (fig. 92) loopt evenwijdig met de basis BC; 
De driehoeken DEG en DAF zijn dus gelijkvormig, waaruit 
volgt: GE : AF = DE: DA , 

f r _ AFx DE 

of: GE= -ir' 

of daar AF = BF is, 

GE = BFX^ (!) 

De driehoeken ABP en ABG zijn gelijkvormig, waaruit volgt: 

BF ; AB = A B: BC of BF = ^r. 

Deze waarde voor BF in (1) brengende, krijgt men: t 

DE 

GE = AB, *BCXAD- 
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Maar uit het vorige voorstel weet men dat AB f -=AD><AR 

is, alzoo: 

_ ADxAExDE _ AExDE 
~ BCXAÜ ~ BC ' 

eo omdat AEx HE gelijk aan BE xCE is, 

BF * CF 
GE=-^r-, of GExBC = BExCE. . . . (2) 

DKj 

Men heeft uil F twee raaklijnen AF eo BF gelrokken ; AR is 
de raakkoorde, zoodal Fü harmonisch gedeeld wordt in de 
punten I en D, zoodal AF, AI, AH en AD een harmoniseben 
slralenbundel uitmaken. Nu loopt de lijn PBC evenw. aan 
AF , zoodat , volgens eene bekende eigenschap , PB = BR. 
Men kan vergelijking (2) ook schrijven : 

2GExBC = 2BExCE, 
of 2 BE door PE vervangende: 

2GEXBC=PExCE. 
Hiervan aftrekkende GE X CE = GE x CE , 

krijgt men : GE (2liC — CE) = Pü x CE 

of: GE (BC 4- BC - CE) = GE(BC 4- BE) = PC, x CE 
en hier BE door PB vervangende: 

GE x PC = CE x PG. 

De lijn PE is alzoo harmonisch gedeeld in G en C. 

Het punt B is het midden van de twee aanverwanle punten 
P en E, zoodot volgens eene bekende eigenschap: 

BP* = BE* = BG x BC , 
zooals (e bewijzen was. 

CCXV. Voorstel. 
Door J. J. Teding van Berkhout. 

Zij een gelijkbeenige driehoek ABC in een cirkel beschreven, 
en op eene lijn uit A, evenwijdig aan de grondlijn BC getrok- 
ken, een punt D genomen, soodat de rechthoek onder AD en 
zekere gegevene lijn P s# gelijk aan het vierkant op AB of 
AC ; wanneer men nu uit \ en D lijnen trekt lot eenig punt 
E in den cirkeUomtrek , welke lijnen de grondlijn BC respecti- 
velijk in F en G snijden, dan is de rechthoek onder FG en de 
lijn P gelijk aan den rechthoek onder BF en FC. 

Opgelost door M. Bbens, J. J. Teding vak Berkhout en 
G J. D. Mouhier. 
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Oplossikg van Bf. Beexs. 

Gegeven ADXP=AB» (fig. 93) of zooals uit Voorslel 
CCXHI blijkt: ADxP = AExAF (1) 

Daar raaklijn AD evenwijdig aan BC loopt, zijn de drie- 
hoeken EFG en EAD gelijkvormig, waaruit volgt: 

AE : EF = AD : Fti of FG = AD x£. 

AE 

Nu is volgens (1) AD = AExAF , 

* • 

Eoodal men krijgt: 

_ r AE X AF EF _ AF x EF 
rG = — ~ P~~ X AE— F~' 
of FGxP = AFxEF 

en daar AFxEF gelijk is aan BFxCF, is ook: 
FGxP = BFxCF. 
CCXVI. Voorstel. 
Door J. Verslüijs. 
Men vraagt, de meetkundige plaats te bepalen van de punten, 
voor welke het product der afstanden tot de hoekpunten van 
een 7 regelmatigen n-hoek gelijk is aan de n d * macht van den 
straal des veelhoeks. 
Opgelost door J. Verslüijs en 6. J. D. Mounier. 

Oplossing van J. Verslums. 
Nemen wij het middelpunt O des veelhoeks aan als oor- 
sprong van een stelsel van poolcoördinaten, waarvan de oor- 
sprong der hoeken door een der hoekpunten A van den veelhoek 
gaal. Noemen wij verder hel naastliggende hoekpunt aan den 
negatieven kant van den oorsprong der hoeken A,, het daarop- 
volgende hoekpunt A 2 , enz. Zij a de straal van den veelhoek, 
en P een punt van de meetkundige plaats, dat tot coördinaten 
heeft p en <P. In den AQAP is dan: 

AP 2 = p* 4- a* — 2ap Cos 0. 

In A OA,P is evenzoo A t P f = />* + a* — 2ap Cos Up -f- — J. 
Verder A 2 P* = ,* + «* — 2a P Cos U + ^). 



S n V*=p* + a *~2apCos(<p + ¥£^\ 
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Hierby kunuen alle vormen in de tweede leden ontbonden 
worden, ieder in twee complexe factoren. Daardoor krijgt men : 
AP» = [ f — a (Co* <f> + « Sin <p)\ [f—a{Cos<P— i Sin $) ) , 

k,f* ==ih — a[Co^p + ^+i Sin(<p + 2 ±JÜ X 
A,P* =U—a [(?<»(* +■£)-!- iS;«(<t>+ï?}] | x 

A.P»=],lai^V^)+^(^^)[)x 

Hel produkt van al de eerste leden dezer vergelijkingen moet 
volgens het vraagstuk gelyk zijn aan a*«. Om helprodukl der 
tweede leden te verkrijgen , nemen wij eerst het produkt van 
de eerste factoren uil al die leden. Dat produkt is (zie 
Lobatto, Hoogere Algebra, pag. 152 en verv.): 

p* — o" (Co$ <p -h i Sin 0) n = p* — a» (Cm nQ -t- 1 Sin n$). 
Op dezelfde wijze is het produkt der tweede factoren uil al 
de tweede leden : p" *— o* (Co§ n<p — i Sin «$). 
Hen vindt dus door vermenigvuldiging der overeenkomstige 
leden van al de bovenstaande vergelijkingen: 
o 9 « = {p» — a u {Coen0 + i Sinn$)){p« — a\CosnQ — iSinnQ)}, 
a u — p u _ 2o"p- Co* n<P + a u 9 
p 8 « — 2a*p* Co$n<pz=0 , 
p» = 2a" Cos nQ. 
CCXVII. Voorstel. 
Door W. H. Wisselisk. 
Uit twee punten A en B /re** men evenwijdige lijnen, die 
eene algebraïsche kromme respectivelijk in de punten P 9 Q t 
B, S enz. en in de punten V i9 Q v R lf S t ens. snijden. 

dinaten van A en B. 

OrcELOst rfoor W. H. Wjsselime en L vé* per F*t. 
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Oplossing van W. II. Wisselink. 
Stellen wij de vergelykiog der kromme voor door: 



Noemco we de punten A en B, (x^yj) en(* t ,y t ). Wanneer 
wij de coördinaten-assen evenwijdig met zich zelven ver- 
plaatsen, zóó dal A de nieuwe oorsprong wordt, dan zal: 

s = s'-t-*i cny = y'-t-y 4 
zijn en de vergelyking der krommes 

(* f + *i)" , -*-«i(» , 4-*i)*- 1 (y , 4-yi)H- enz. =0. 
Hierin x' = r Cos en y' ~r Sin 

Bubslitueerende , vinden we , (kortheidshalve Cto = P en 
SinQ = Q noemende) : 

(P^+^P— l Q + aJP"~ «Q 1 + a»Q»)r» 

+ ( )f- 1 + /t* 1 ,y 1 )=0. 

Hieruit blijkt dus, dat de absolute waarde van: 
APxAQxARxASx . . . 
gel'y'k is aan: 

/fa> yQ 

P-4-^P"-^ + «,!*- «Q 1 -h *.Q» # 

Op dezelfde wijze blykt dat de absolute waarde van: 
BP, X BQ, x BR, X BS 4 x . . . 

f fa» ft) 

— P»4-a 1 P«-iQ4.fl 2 P«-*Q»4- a»Q«* 

APXAQXARX. . : _ ƒ(*«, y f ) 

° : BP.XBQ.XBR.X- . .~/fa,*)" 

Opmerking. Uit voorgaand bewys besluit men licht, dat 
dezelfde eigenschap zich laat uilbreiden voor oppervlakken 
voorgesteld door algebraïsche vergelijkingen. Voor oppervlakken 
van den 2de* graad komt het bewijs dier eigenschap o. a* 
voor in Salhon , Deutseh bearbeilet von Fiedler, Analyt. Geo- 
metrie des Raumes, 1« Theil, $ 70. 

Eene eenvoudige toepassing is deze, wanneer men voor de 
kromme den cirkel neemt, voor welken ook onmiddellijk het 
gestelde meetkundig kan aangetoond worden. 

Liggen de punten A en B op de *-as en is de vergelyking 
der kromme b.v.: 
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* (** + yV« (* f — y*) = O , 
(strophoïde) , dan is : 

APXAQx . . . — fiüfj •— ") 
BP, x BQ, x . . . ~jr f * (* a — a)' 
CCXVUl. V o o B 3 T E L. 
J^ÖOT A. Hulschbr. 
Op een e gegevene rechte lijn is de afstand gegeven van twee 
punten. Men verlangt een vierkant te beschrijven , zoodanig 
dat deze twee punten in twee der zijden van het vierkant ligqen, 
terwijl de verlengden der beide andere zijden door de uitein- 
den der gegevene lijn hopen. Tevens wenscht men, uit deze 
gegevens , de zijde van dit vierkant te berekenen. 

Opgelost door A. Hulscher, J. J. Brute l de la Rivièbb , 
G. J. D. Moünier en L. van der Est. 
Oplossing van A. Hülbcher en J. J. Brutel de la Rivièbb. 
Zij AD (Fig. 94) de gegeven lijn en B en C de gegeven 
punlen. Trek dan ED=BC loodrecht op het uiteinde van Al). 
Verder trekt men AE en uil D eene lijn DG evenwijdig aan 
AE. Zoo men nu door de punten B en C lood lijnen op AE 
en bijgevolg ook loodrecht op GD trekt, dan is GÜ1K het 
begeerde vierkant, want de hoeken bij G 9 H, I en K zijn 
recht en indien nu ook IK = 1H is , dan heeft men aan het 
vraagstuk voldaan. 

Om dit te bewijzen, trekt men KL evenwijdig met AD, en 
ND evenwijdig met III; dan staan de zijden, of dezer ver- 
lengden, van de driehoeken NED en KIM loodrecht op el- 
kander en de hoeken dier driehoeken zijn dus gelyk. Verder 
is ED = BC = KM en dus ook ND = KI ; daar nu ND ~IH 
is, ook IK = IH on het gestelde bewezen. 

Zij ter berekening der zijde van dit vierkant BC = 9 en 
AD =5, dan hebben wij: 

AE = |/(AD« n- ED *) = |/(#* -h q*) 
en AE:AD = ED:ND of i/(# s -f-9*):* = f : ND of Iff, 

dus: IH=-— i? -. 

De uilslag dezer constructie is, dat de twee punten B en C 
in Iwee onderling evenwijdige zijden van hot vierkant vallen. 

Een tweede geval kan ondersteld worden, namelijk, dal de 
twee punten in twee niet onderling evenwijdige zyden vallen. 
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Zy dan wederom (Fjg. 95) AD de lijn , waarin de punten 
B en C liggen, wier onderlinge afsland bekend is. Zijn dan 
gegeven die onderlinge afstand — b en de afsland van C 
lol D = c, dan richle men in C eene loodlyn CE op AD 
op, CE = BD = $4-c, vereenige A met E, trekke door B 
eene loodlyn op AE , welke deze ontmoete in F , door C eene 
lijn evenwijdig met AE, welke de loodlijn door B gelrokken 
ontmoete in G en door D eene lijn evenwijdig aan BF, welke 
AE ontmoete in H en de verlengde CG in 1, dan is FGM 
het begeerde vierkant. Want trekt men nog EK en DL lood- 
recht op GI en FG, dan is ABDL gelijk aan en gelijkvormig 
met ACEK, dus DL = GI = KE =HI, terwyl uit de con- 
structie volgt, dat alle de hoeken recht zyn. 

Ter berekening van de zydè van het vierkant FGH1 is, 

wanneer nu: 

AD=L* f AB=«— -(5-f-c) =a 

gesteld wordt : 

LBDL = L BAF,FI = DL = BD Cos L BAF 

* / «.« AC a-hb 

en Cm£-BAF=— = -— — — , 

AE y((a + b)*+(b + c)*y 

derhalve : (a + b) (b -t- c) 

¥1 — 



(XXIX. Voorstel. 
Door A. Hclscher. 

Op de basis van een driehoek is buitenwaarts een paralle- 
logram beschreven: men verlangt op ieder der opstaande zijden, 
onder verschillende gegeven hoeken , parallelo^rammen te beschrij- 
ven , waarvan de som der inhouden gelijk is aan den inhoud 
van het parallelogram op de basis, zonder gebruik te maken 
van de hoogten der parallelogrammen. 

Opgelost door A. Holschbr en G. J. D. Moükier. 
Oplossing van A. Hdlscher. 

(Fig. 96). Trek door C de lijo FG evenwijdig aan AD en 
maak CG = FH; verder uit G lijnen evenwijdig aan AC en 
BE. Verleng AD en BE tot in K en L, dan verkrijgt men 
twee trapeziums CBEF en GLBH, die blykbaar onder gelijke 
zyden en gelijke hoeken in dezelfde volgorde zyn samen- 
gesteld : dus Trap. CBEF = Trap. GLBH ; 
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van deze beide trapeziums ieder io het bijzonder den driehoek 
ABC aftrekkende, heeft men par. HFEB = par. BCGL; evenzoo 
par. AHFD = par. AKGC, dus par* ABED = par. BCGL + par. 
AKGC, en men kan dus nu lusschen de evenwijdige lynen 
AG en G*, alsmede lusschen de evenwijdige lynen BC en Gjr 
de parailelogrammen onder de gegeven boeken beschrijven op 
AC en BC. 

CCXX. Voorstel. 
Door W. Kapteyh. 
Wanneer men een hoek middendoordeelt en twee lijnen trekt % 
die met de deellijn gelijke hoeken maken, zonder evenwijdig te 
loopen, zullen de vier snijpunten, door deze lijnen met de beenen 
van den hoek gevormd, op den omtrek van een cirkel liggen. 
Opgelost door W. Kapteyn, G. J. D. Moukibr en L. van 
der Est. 

Oplossing van W. Kapteyh. 
1°. liet snijpunt dezer lijnen valt binnen den hoek (Fig 97*) 
Geg: 2LBFG = Z_AGF, 
Z_BFG=:£.MBF + LBMF f 
2LAGF = Z_MDG + Z.DMG f 
of omdat L BMF = L DMG, 

is ook: Z^MBF = 2LMDG. 

De driehoeken ABE en CDE zijn dus gelijkvormig, waaruit 
volgt : AE : CE = EB : ED , 

derhalve liggen de punten A, B, C en D op den omtrek van 
een cirkel. 
2°. Hel snijpunt dezer lijnen valt buiten den hoek (Fig. 97b). 
Uit de gegeven gelijkheid der hoeken BFG en AGF volgt 
weer de gelijkheid der hoeken HCF én HAG of de gelijkheid 
der hoeken HCF en BAE. 

De driehoeken EAB en ECD zijn dus gelijkvormig, waaruit 
volgt : EC: ED = AE: EC , 

derhalve liggen de punten A, B, C en D op den omtrek van 
een cirkel. 

CCKXL Voorstel. 
Door G. J. D. Mounier. 
In een* driehoek ABC heeft men achtereenvolgens de zijden 
BC, AC en AB in de punten D, E en F wpectivelijk in uiter- 
ste en middelste reden gedeeld, en wel zoo dat BD CR en AF 
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de groot t>l e stukken %jjn. Hen vraagt (fe verhondivy tufschen 

de som der vierkanten op de tijden van den driehork DEF en 

die van da vierkanten op de zijden van den oorspronkelijken 

driehoek ABC te bepalen. 

Opgelost door G. J. I). Houwer. 

Oplossing van G. J. D. Moü.mer. 

BD = \a {— 1 -h v/b] en CD = \c{3 — |/5}. 

a 1 4-c 1 — b* 

Verder is : Cos /_ B = 

cao 

en DF* = BF* -H BI) 1 — 2BF X BH Cos B, 

gevende na behoorlijke verwisseling der letters en herleiding: 

|3« = ia*[ 6 — 2^5} -+- ie 1 { 14 — fl|^5} 



iac{4|/5 — 8} 



+ c« — A* 



2ac 

of: 0*=a»{34 — liK5}— iH 2 — K5}+^ {54-2^5} 
en derhalve: 

«»=— a' {2-^5} 4-* 1 {54— 2J^5} + c* {34- Ul^ö} , 
P»=a J {34-liK5) — A*{2-K5)+c*{54 — 2*1^5}, 
y»=a»(54 — 24^5}-h^»{34 — 1JK5) — ^(2-^5} 

opt. «* ^-jS 4 4-y 1 =(a*^-A , +c*)(7 — 3j/-5). 
De gevraagde verhouding is dus: 0,291 : 1. 
Opmerkingen. 1°. Hen ziet dat die verhouding onafhankelijk 
is van den vorm des driehoeks. 

2°. Wanneer de punten D, E en F anders genomen waren, 
doch zoo , dat zij de zijden volgens dezelfde verhouding ver- 
deelden» zou men ook zulk eene getallen-waarde vinden. 
Wanneer men als verhouding aanneemt : p:q, p + q=l 
zynde, zoo is licht in te zien dat men zal vinden: 
p'H-9* — pq:l of 1 — 3pq:\. 
CXXII. Voorstel. 
Door G. J. D. HouniBR. 
De middellijn AB van een cirkel U in C in uilenle en mid- 
delste reden gedeeld. Zoo men nu door C eene koorde trekt, 
welke in C met AB een hoek van 60° maakt, vraagt men de 
lengte van die koorde uxt te drukken in den straal des cirkels. 
Opgelost door G. J. D. Moünier. 

Oplossing van G. J. D. Hommer. 
Zy BC, hel grootste stuk, =r {— 1 + j/5) t dan it; 
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AC = r{3— ^ö), CM=BC— r = r{— 2 + |/5), 
Nu is verder, wanneer CF loodrecht op de koorde DCB 
nedergelaten wordt eo omdat L BCE = 60° 

CF = iCM = ir(— 2 + ^5}. 
Stel DE = * , dao is : 
CE = i{* + r(— 2 4-^5)} en CD = i (* — r (— 2 + j/5)}; 
dus : CD x CE = } [*» —r* (9 — 4^5)} . < 

Verder is : CD x CE = AC x BC = r» {4^5 — 8} , 
dus: 

*« _ r * (9 _ 4|/"5) = 4r a {4|/5 — 8} , 

a^zsr» (12^5—23}, 

#=rj/(12j/5 — 23). 

Opmerking. Wy hebben hier, als eenvoudigst geval, een hoek 

van 60° gebruikt. De berekening kan echter voor hoeken van 

45° en 30° herhaald worden, hetgeen wy, daar hel weinig 

verschil maakt, aan den lezer overlaten. 

CCXXIIL Voorstel. 
Door G. J. D. Moüniefl 
De middellijn AB van een cirkel is in C in uiterste en mid- 
delste reden gedeeld en zij AC het kleinste stuk. Men bepale nu 
tot A, C, H (middelpunt van den cirket) een vierde harmonisch 
punt, D, op de middellijn. Indien eene lijn in D loodrecht op 
AB opgericht den cirkel in E snydt, vraagt men den inhoud 
van den driehoek ABE, uitgedrukt in den straal des cirkels. 
Opgelost door G. J. D. Moünibr. 

Oplossing van G. J. D. Mouribiu 
Stel MD=jr, dan hebben wy; 

AC = r(3 — ^5), BC=r(— H-ï/6), 
CM = 3C — r = r(— 2 + 1/5) en AD = r + *. 
Daar nu ACxMD = CMxAD moet zijn, hebben wij: 
r(3 — i/S) X 9 = r (— 24- I/5)(r + *), 
r (5 — 2|/5) X x = r» (— 2 + i/S) t 
— 2 + 1/5 



x = r 



5 - 2^5 



nn 45 — 2|X5 —2 + IX5I f 7-3j/5l 



14— 6j/5 



« = |/ABxB0=r|/j-^==r(3-^)^— j-. 
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Eveneens vinden wij : 

En dus voor den gevraagden inhoud: 

— ' 5 — 2j/-5"~ 5 — 2^5 # 
Opmerking. De verhouding der voor AE en BE gevonden 
waarden leeren, dat die lynen kunnen beschouwd worden als 
het grootste en het kleinste stuk eener in uiterste en middelste 
reden verdeelde lyn, welker lengte is AE + BE. 

CCXXIV. Voorstel. (*) 
Door J. J. Teding van Berkhout. 
Zij de middellijn AB eens cirkels harmonisch gedeeld in C 
en D, zijnde D binnen den cirkel, in D loodrecht op AB 
getrokken eene lijn, welke den cirkel snijde in E en in F t 
door C eenige lijn, welke den cirkel snijde in G en in U, en 
de lijn DE in K, in G eindelijk aan den cirkel getrokken eene 
raaklijn, welke DE snijde in L, dan is de rechthoek onder 
LD en DR gelijk aan het vierkant op DE. Vrage het bewijs. 
Opgelost door C. J. Matthes, L. van der Est en J. J. 
Tbding vak Berkhout. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Aangezien AB (zie fig. 98) eene middellyn is van den cirkel 
en A, B, C, D harmonische punten zijn, is C de pool van 
DE. De pool van CGKH moet dus ergens op die lijn gelegen 
zyn en bovendien op de raaklyn in G, het is derhalve het 
snijpunt L, waaruit wederom volgt, dat L, E, K en F har- 
monische punten zijn. Mitsdien heeft men de evenredigheid : 

LE:EK = LF:KF, 
waaruit : LE : LF = EK : KF , 

LF + LE.-LF — LE = KF4-EK:KF— EK, 
2LD : 2DE = 2DE : 2DK , 
LD : DE = DE : DK , 
DE» — LD . DK. 



(*) Dit Tooritel is in bet werkje rermeld bij N°, 92 touder bew^p 
vedegedteld. 
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Opmerking. Dat, wanneer de middellijn AB harmonisch ge- 
deeld is, de koorde GR ook harmonisch gedeeld is, werd be- 
wezen in Voorstel 92. 

CCXXV. Voorstel. 
Door W. vak Haarst. 
Wanneer gegeven zjfn de loodlijnen, uit de hoekpunten eens 
driehoeki op de overstaande zijden nedergelaten , den driehoek 
U construeren. (Kbmpees.) 

Opgelost door W. va* Haarst, G. J. D. Moumer en L. taw 
der Est. 

Oplossisg van W. van Haarst. 

Laat van den driehoek ABC, waarvan wy de zyden #,yen« 
stellen, de loodlynen 

AD = A, BD { = A t en CD, =A, 
gegeven zyn. Construeeren wij dan den driehoek A^C^ welke 
de drie gegevene loodlijnen tot zijden heeft , zoodal : 

B|G| =z h , AjC| = h i en A 4 B| = A 9 
is en trekken wy daarin de loodlynen 

A 4 E = m, B t E 4 = m 4 en C i E s = t* r 
Vervolgens beschrijven wy nogmaals een driehoek, welke de 
loodlynen m, m i en m % tot zyden heelt, zoodat: 
BjCj = m , A 3 C§ = tn A en A t B 9 = m t 
is, dan moet deze gelijkvormig zijn met den gevraagden drie- 
hoek ABC, want in den driehoek ABC is ks = h k y = *,• 
en in den driehoek A^C, 

hm zzz A|Mt| zz "2*") 5 

daaruit volgt: — = — = — f 

Wl fflf fit* 

dat is : r : m = y : tH| = * : tn % , 

zoodat de zijden evenredig zijn. Trekken wij alzoo de loodlijn 
B t F en maken wij B 3 F 1 = A I , dan zal A 8 B t C a de gevraagde 
driehoek zyn. 

(XXXVI. Voorstel. 
Door W. vaii Haarst. 

Men vraagt, op hoe velerlei wijzen men den cirkel omtrek door 
constructie harmonisch kan verdeelen, den 17-, 257- enz. -hoek 
niet medegerekend. 

Opgelost door W. vak Daarst. 
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Oplossing van W. var Haarst. 
Stellen wy de drie deelen, waarin de cirkelomtrek verdeeld 
is, door jp, y en % voor, dan is: 

# 4- y + * = 360 en 360y = **. 
Door y te elimineren , wordt : 

360(360 — * — *) = ** of *= r360x 3êoxi ' (a) 

Ifu kunnen alle bogen van 3°, en derhalve ook van ~ 

graden, geconstrueerd worden, althans, indien p en « geheele 
getallen voorstellen. 

Door dan in (a) f voor*,;* en voor x, -£ te schrijven, gaat 

die vergelijking over in: 

^ - 300 * 120.2»+ p 
Daaruit vindt men gemakkelijk: 

en hierin kunnen m f n, p en q alleen geheele getallen zijn, 
terwijl p zoowel als g kleiner moet blyven dan 120.2* of 
120?2-, daar, voor p = 120.2», % en voor q = 120.2» 
jr = 360° zou worden. Uit de vergelijking (b) blykt, dat de 
waarden van penn zoodanig genomen moeten worden, dat 

£ een geheel getal wordt. Stellen wij dit getal door 

120.2» — p ö ° 

a voor, dan wordt 

120. 2«a 120.2»-*- 1 

120.a- = ,(«+l) en P = ^~- =120.2-- ^f^y-. 

Aan de voorwaarde, dat pen g geheele getallen worden, zal 
men alzoo voldoen, door aan o zulke waarden te geven, dat 

15. 2»+* 15.2*-+-* 
tegelyk en ^ geheele getallen zyn. Nu 

merken wij terstond op, dal a-+- 1 en a + 2, voor dezelfde 
waarde van a, onmogelijk te gelyk op eene macht van 2 deel- 
baar kunnen wezen, waardoor het onderzoek van de waarden 
van o veel vergemakkelijkt wordt. Alle gevallen , welke zich 
by den eersten vorm kunnen voordoen * zyn: 
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3 5 15 2»+' 3.2» + ' 5.2» + » 

«4-1' a-hl* a-M' a*M' a + 1 ' «4-1 

15. 2- + * 

en — 

en bij den tweeden 

3 5 15 2»+ 4 3,2» + * 5.2»+* 

o+2' a-f-2' a4-2 f o + 2' a-f-2 ' a-f-2 

15. 2«+* 

en --. 

a-f-2 

Voor de eerste reeks is dus a = 2, 4 f 14, 2 f = l, 
3.2 1, — l v 5.2 f — 1 en 15. 2 r — 1 en voor de tweede <i=l, 
3, 13, 2(2'-i— 1), 2.(3.2^—1), 2(5.2'- 1 — 1) en 2(15.2<-i— 1), 
waarin r(m-t-4 en t — 1 <*-f-4 moet zyn. Dewijl nu de 
vier laatste waarden van a, uit de eerste reeks, oneven en de 
vier laatste , uil de tweede reeks , even zijn voor alle waar- 
den van r en t, zoo is het klaar, dal wij slechts hebben 
te onderzoeken 9 voor welke waarden van r, a=l,3of 
13 en voor welke waarden van f, a = 2, 4 of 14 wordt. 
Nu is voor r = 1 f 2 r — 1 = 1 1 voor r = 2 , 2 r — 1=3, 
terwijl voor geen waarde van r, een der vormen 13 kan ople- 
veren. Voor < = 2 wordt daarentegen 2(2'-* — 1) = 2, voor 
*=1 2(3.2'- 1 -l) = 4 en voor < = 4 2(2'-* — 1) = 14. 
Zoodal de eenige overeenstemmende waarden van a zijn: 1, 
2, 3, 4 en 14. Voor die waarden wordt /> = 40.2», 60.2», 
72.2», 80.2» en 105.2» en g = 60.2», 40.2», 30.2», 

24.2» en 8.2» en derhalve * = j^ = 180, 120, 90, 72 en 

z» 

24 en « = 7/* = 120, 180, 216, 240 en 315, waardoor 

y =(360 — i? — s) = 60, 60, 54, 48 en 21 wordt. 
CCXXV1I. Voobstel. 
Door D. J. Korteweg. 
Eene betrekking te vinden tusschen de cosinussen der zes 
hoeken, welke vier lijnen in de ruimte twee aan twee maken. 
Opgelost door D. J. Korteweg en G. J. D. Modmer. 

Oplossing van D. J. Korteweg. 
In een bol trekken wy vier stralen evenwijdig aan de vier 
in de ruimte gelegen lijnen. De uiteinden dezer stralen noe- 
men wij \ ; B, C, D- de zes hoeken worden dan gemeten door 
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de bogen van groole cirkels: AB, AC, AD, BC, BD en CD. 
Voor de cosinussen van deze boeken schryven wij: e i9 c Sl 
«s. e A9 c 6 y c 6 . Wij onderstellen verder dat de boog AD bin- 
nen den hoek valt, ingesloten door de bogen AB en AC. 

In den bolvormigen driehoek ADB kunnen wij , volgens de 
hoofdformule der bolvormige driehoeksmeting, den hoek DAB 
uitdrukken in de zijden. Wanneer wy dezen hoek voorstellen 
door Aj en in de gevonden formule de cosinussen der zijden 
invoeren, dan vinden wy: 

** m. O*""» OjOo 

Wanneer wy evenzoo ^CAD voorstellen door A a , /^CAB 
door A 8 , dan is: 



Co* A* = 



C 6 — - Vl 



|/1— ^.|/1— ^»' 



Co*A a = ^"^ 



8 i^r=7?.i/r^?' 

terwyl .- A 8 — A, — A 4 = 0. 

Dit deze laatste belrekking volgt: 

Co*(A 8 — A t — A^rrl, 

Co* ( A 8 — A t ) Co* A t -h &'» (A 8 — A t ) &'* A t == 1 , 

Gw(A 8 — A s ) Cof A f 4-^nA a A'nA l Co*A s ---5inA t 5tnA 1 CMA 8 =l , 

Cos (A s — Ag) Co* A t + Cos (A s — A { ) Cos A 4 

+ Cb* (A s 4-A 1 )Co#A 8 = 1 -|-2Co*A 1 Coj A a Co*A $ ; 

maar tevens volgt daaruit ook dal: 

A 8 — A j = A 4 ; A 8 — - A j = A j j Ag + A 4 z= A 8 ; 
en daardoor verandert de voorgaande betrekking in: 
1 _ Cm* A i — Co** A a — Co**A 8 + 2 Co*A f Co*A, Co* A 8 = 0. 
Wy substitueeren hierin de vroeger gevonden waarden voor 
CotA|, Co*A t , Co*A 8 , en vermenigvuldigen tevens beide 
leden der vergelijking met: 

(I-C^l-O^l-C,*). 

Er komt nu eene betrekking voor den dag, die, geheel 
ontwikkeld | den volgenden vorm verkrijgt: 

1 — * 4 S — cf—ef—ef— o 6 «— **+o fl V-l-4V+4V 

4- 2$^, + 20^^ + 2c 4 o 6 o 6 + 2c 8 o ö c 6 — 2e^ z c^ 
— 2<? 1 c 8 c 6 c 6 — 20^0^ = 0. 
Opmerkmg, Dit antwoord is vatbaar om in 't gelieugen 
geprent te worden; indien men opmerkt: 

23 
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1«. de eerste term is de eenheid $ 

2 e . de zes volgende termen bevallen de vierkanten der zes 
cosinussen ; 

3°. de volgende drie de vierkanten van alle produkten, 
twee aan iwee van cosinussen behoorende lot boeken , die 
geen der beenen gemeen hebben; 

4 e . de volgende vier de dubbele produkten van de cosi- 
nussen der drie hoeken, die iedere lijn met de overigen maakt; 

5°. de volgende drie bevallen dubbele produkten van cosi- 
nussen, vier aan vier. De beide ontbrekende cosinussen 
behooren steeds lot hoeken , die door geheel verschillende 
lynen gemaakt worden. 

CCXXVIII. Voorstel. (*) 
Door C. J. Satthes. 

Zij XYZ een veranderlijke driehoek soo, dat de zijde YZ 
altijd door een vast punt P gaat, ZX evenzoo door Q, XY door 
R. Bijaldien dan de meetkundige plaats van Y eene vaste 
kegelsnede is , welke de jmnten R en P, die van Z eene vaste 
Regelwede , welke de punten P en Q bevat , te bewijzen : dat 
de meetkundige plaats van X eene vaste kegelsnede zijn zal 
gaande door Q % R en door de overige drie snijpunten der twee 
gegeven kegclsneden* 

Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Men kan de beide gegeven kegelsneden (volgens Ferrer? 
$ 164) tot cirkels projecteeren, die de projectie P' van P(zie 
fig. 09) gemeen zullen hebben, bijgevolg nog een tweede punt 
S', behalve de twee punten op oneindigen afstand. Nu is 
het klaar, dat Z-PT'R' evenals L P'Z'Q' standvastig blijft, dus 
lal ook LQZ'R' eene bepaalde waarde hebben, weshalve de 
meetkundige plaats van X' een cirkel is door Q' en R'. Maar 
die cirkel gaat ook door S', daar 

L QS'R' = L QST + L R'S'T' = V + Y' ss * — X. 
De bedoelde meetkundige plaats is derhalve eene kegelsnede 
gaande door Q, R, het punt S en de twee punten , waarvan 
de cirkelpunten op oneindigen afstand de projecliën zijn, by- 



(*) Dit voorstel en de beide volgende voorstellen xyn ontleend aan 
Tkbeeïs Nieuwere Meetkunde > Voorbeelden 68, 64 en 66. 
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gevolg door de drie overige punten gemeen aan de gegeven 
kegelsneden. 

CCXX1X. Voorstel, 
Door C. J. Matthes. 

Twee raahlijnen zijn gelrokken aan eene kegelsnede zoo, dat 
hare doorsnijdingspunten met eene gegeven rechte Ijjn harmo- 
nisch gekoppeld zijn met opzicht tot twee bepaalde punten op 
die rechte lijn; te bewijzen: dat de meetkundige plaats van 
hel ontmoetingspunt der raaklijnen eene kegelsnede zijn zalf die 
door de twee gegeven punten gaat. 

Opgelost door C. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Projecteert men de figuur zóó , dat de lijn op oneindigen 
afstand geraakt, dan blijft (Ferrebs, p. 148) de involutie op 
die lijn bestaan. Maar de cirkelpunten op oneindigen afstand 
z\jn noodwendig de brandpunten dier involutie op de lijn op 
oneindigen afstand, hetgene volgt uit § 167. Dat zijn dus de 
projecliën der oorspronkelijke brandpunten of der twee gegeven 
punten A en B. Daaruit volgt nu verder, dat de raaklijnen 
aan de projectie der kegelsnede loodrecht op elkander slaan, 
zoodat de projectie der gevraagde meetkundige plaats een cir- 
kel, immers de richtcirkel van de projectie der gegeven kegel- 
snede is, gaande, gelijk iedere cirkel, door de cirkelpunten 
&' en B' op oneindigen afstand. De meetkundige plaats zelve 
is derhalve eene kegelsnede gaande door A en B. 

CCXXX. VOOESTEL. 

Door C. J. Matthes. 

Men denke zich een tal van kegelsneden, die allen vier gege- 
ven rechte lijnen aanraken. Vrage naar het bewijs, dat de 
meetkundige plaats der pool van eene vijfde willekeurige rechte 
lijn , met opzicht tol elke der kegelsneden , eene rechte lijn is. 

Opgelost door C J. Matthes. 

Oplosskg van C. J. Matthes. 

Projecteer in dier voege dat de bewuste vijfde lijn op on- 
eindigen afstand gerake, en laai de projecliën van de der 
vierzyde ingeschreven kegelsneden P, Q, R enz. z\jn P',Q',R' 
enz., wederom ingeschreven in eene vierzijde, de projectie der 
oorspronkelijke, dan zijn de middelpunten van P', Q', ft' enz. 
de polen der lijn op oneindigen afatand, maar dat zyn tevens 
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de middelpunten der rich (cirkels van P', Q', R' enz., die 
(volgens § 123, bl. lil) eene chordaallijn gemeen hebben, — 
waaruit volgt, dat zij op ééne rechte lijn zyn gelegen, lood- 
recht op die chordaallijn. Keert men nu tot de oorspronkelyke 
figuur terug, zoo blykt de waarheid van het gestelde, daar 
de projectie van eene rechte lyn noodzakelijk weer eene 
rechte lijn is. 

CCXXXf. Voorstel. 
Door G. de VniES. 
Bij hel gebruik maken van trilineaire coördinaten is de 
vergelijking van een 9 cirkel eenen gelijkzijdigen driehoek om- 
schreven «0 -f- (fy -r yx — 0. Frage een elementair meetkun- 
dig bewys. 
Opgelost door W. Kaptetn, G. de Vries en K. Bes. 

Oplossing van W. Kapteyw. 
Zy P een willekeurig punt op den omtrek des omgeschre- 
ven cirkels van den gelijkzijdigen driehoek ABC (Og. 100), dan 
is PD = — *, PE = p f PF = y. 

ABPDxAAPE, want L B = L A = *Boog PC, 
dus : PB : PA = PD : PE 

of: — «.PA = /3.PB (1) 

A BPF en A CPE , want L EPF = L MC = 180 — L BAC, 
dus: PB: PC=PF;PE f 

of: 0.PB=y.PC. (2) 

Verder is: 

AB* = PA« + PB 1 — 2PB.PG 
AC 1 = PA» + PC» — 2PC.PH 
= (PB* — PC*}— 2 (PB — PC) PG, 
want PG = PH, omdat APAG gelijk en gclykv. AAPü, 

dus: PB + PC = 2PG=PA, (3) 

omdat L GAP = 30°. 

Steil men nu: — «.AP=r<, 

dan is: PA=— i, PBizr'-, PC = i. 

« y 

Dit gesubstitueerd in (3), geeft: 
1 1 I 
* P y 



of: =: 0y -t- «y + «/3. 
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CCXXXII. Voorstel. 

Door A. nULSCHER. 

Op de zijden van een driehoek zijn, buitenwaar ts , gelijk- 
vormige driehoeken beschreven zoo, dat de gelijke hoeken van 
deze gelijkvormige driehoeken bij heizelfde hoekpunt van den 
gegeven driehoek zijn gelegen. Indien men nu uil de hoek- 
punten van den driehoek lijnen trekt naar de tegenoverliggende 
hoekpunten dier gelijkvormige driehoeken t zullen deze drie 
lipten elkander in hetzelfde punt snijden. 

Deze eigenschap is met behulp van trilineaire coördi- 
naten bewezen in ? oor stel XVI. Men vraagt nu een 
elementair meetkundig bewijs. 

Opgelost door A. Hulscher, K. Bes en G. J. D. Houwer. 
Oplossing van A. Hulscher. 

Z\j (Fig. 101) Z_ACF = Z.ECB = Z_ADB f LCBE = /JIDB 
= Z_AFC en Z_BAD = Z-FAC = Z-BEC. 

Verecoigt men nu B en F, C en D, welke zich snyden in P, 
dan beeft toen, in de driehoeken AFB en ACD, L FAB = /.CAD 
en AF:AC = AB:AD; dus driehoek AFB gelijkvormig met 
driehoek ACD, bijgevolg L AFB = L ACD en L ABF= Z.ADC. 
Trekt men nu uil P de lijnen AP en PE, dan zal men moeten 
bewyzen dat AE eene rechte lijn is. In den vierhoek APCF 
is nu l_AFP = /_ ACP; dit zijn de hoeken gelegen lusschen 
de tegenoverstaande zijden AF en CP en de beide diagonalen 
AC en FP des vierhoeks APCF, zoodal om dezen vierhoek 
(hetgeen gemakkelijk kan worden bewezen) een cirkel kan 
worden beschreven. Indien men dezen cirkel beschrijft, zal 
men dadelijk zien dal Z-APF = Z_ACF, als staande op den 
zeilden boog FA f en ook = /_ECB = Z_ADB en Z-FAC 
= Z_FPC = /_BAD=LBEC is. 

Daar nu Z_FPC = £.BEC is, kan ook, wegens bovenge- 
noemde redenen, om den vierhoek CPBE een cirkel worden 
beschreven, waardoor men heeft L CPB = L CBE, als staande 
op den boog CE. 

Men heeft dus L APF = L ACF , 

L CPF — L BAD = Z-FAC, 
Z-CPE = £.CBE = Z_AFC, 
dusLAPF+Z.CPF-hLCPE=:Z_ACF-|-Z-FAC-hZ.AFC=:2R, 
derhalve AE eene rechte lijn. 
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CCXXXIU. V o o a s t e l. 
Door W. Kaptbth. 
Boe kan de methode van oplossing, door Mohgb uitgedacht, 
voor de integratie van de partiele differentiaalvergelijking 

, «P* ^ dH „d*s „ , % 

\* + W"V =v (a) 

toegepast worden op de meer algemeene vergelijking 

d u z d*z fcz 

d*" ds-^dy ds"-^ 1 

_ d*z _ d*x n d*z 

-4- P h P • -4- P =r V. 

^ ds*dy— »^ Ardy—i ^ dy» 

Opgelost door W. Kapte™. 

Oplossing van W. Kapteyh. 

De afleiding van de hulpvergelijkingen, die Moügb by zijne 
oplossing gebruikt, moge hier eerst eene plaats vinden, daar 
zy waarschijnlijk van de zijne afwijkt en voor de duidelijkheid 
van het volgende van hel hoogste gewicht is. 

Schrijven wij kortheidshalve: 

d * _ * _ rfl * _ d%% — d 2ü — 

& — ?9 *, — *' £»~ f ' &$— *' dy» - '* 

Hierdoor wordt de vergelijking (a): 

Ar+Ks + Ct = V. 
Deze vergelijking kan ook geschreven worden: 

a £ +b ! + 4;= v - <*•> 

Vermenigvuldigen wij de beide leden dezer laatste vergelij- 
king met ds, en tellen er de identieke vergelijking: 

by op, dan krijgen wjj: 

^dx — kd^ + Cds d -3. — yds — kip. 
dx dy 

Hieruit is» volgens Lagrabge: 

ds _ dy dg 

Bdz — kdy~Cds~\dx--kdp' 
waaruit onmiddelijk de hulpvergelykingen van Mosge voort- 
vloeijen, t. w.: 
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Arfy» — Bdxdy + Cd*» = 0, \ „. 

kdpdy + Cdqdt — V«fc«fy = 0. J* * * ' W 



1. 
2. 

Behandelen wij nu de vergelijking: 

A ^ + B 5^ + C 5^ + V = V (b) 

op eene dergelijke wijs. 

Eene andere vorm van (b) is weer: 

dr ^ds „dt <dt „ .... 

Hieruit volgt: 

A±dx + vtd, + C d lds + D d lds = V*. 
dx dx ds dy 

Verder is: 

kïfdy — k^-dy =0. 

dy dx 

Hare som geeft dus: 

(B<fe — kdy) ~ -h Cds . j ■+• D<fcj^ = Vd* — kdr. 

De vorm dezer laatste vergelijking is dezelfde als die vat 
de vergelijking (a'). De hulpvergelijkingen, die by (b) behoo- 
ren, volgen dus uit (l) en zijn: 

1. (Bdz — kdy)dy*— {Cdx) dxdy + Ddx* =: 0, 1 (U) 

2. (B<& — kdy)dsdy + Vdx*dt — {\dx — kdr)dxdyz=0.]' K 
Op dezelfde wijze kan men verder de vergelijking: 

^F+W*^* W + 1 fc * (C) 

herleiden tot den vorm (b') en dan uit (II) een nieuw stel 
hulpvergelijkingen afleiden. 

Het spreekt wel van zelf dat deze redeneringen zoover kun- 
nen worden voortgezet als men wil: derhalve zijn er ook zulke 
vergelijkingen te vinden voor de algemeene vergelijking: 
du d*s r d*& . „ <frs 

A £ï+ *ïs^=My + C d^W + * ' dsW^* 

Tot opheldering van *t voorgaande zullen wy hierby voegen 
de integratie van een voorbeeld, ontleend aau »Gregort , s 
E*ample$; u hiermede zal dan tevens do weg aangewezen zyn, 
dien men te volgen heeft, nadat de hulpvergelykingen gevon- 
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den zyn, en die wéér geheel overeenstemt met het laatste 
gedeelte van de oplossing van Monge. 
Voorbeeld: 

ff-^+^ + prf + ^^-rfi^a 

Hiervoor worden de hulpvergelijkingen (II): 
(dy -+- ads)* (dy -f- bdx) = , 
{—(2a + b)ds^dy)dsdy~a*bdz*dt + drdsdy=:0. 

Aan de eerste dezer twee vergelijkingen voldoet: 

dy = — «Ar en dy = — fofe. 
Substitueeren wij deze waarden van dy beurtelings in de 
tweede vergelijking, dan vinden wy na integratie : 
(a + b)8 — abt — r = /(y -+- ar?), 

2<m — a 1 * — r = $(y+Ar), 
waarin ƒ en willekeurige functies voorstellen. 
Hieruit vinden wy: 

waarin $'« = ;4> «n /% = :/ zijn. 

a — o a — o 

Substitueeren wy de waarden van r en i hieruit in: 
djp = rds -f- *</y en <fy = tds -+- fcfy , 
nadat de beide leden der laatste vergelijking met a vermenig- 
vuldigd zijn, dan krijgen wij: 

dp = s (dy + ads) -f- bds.Q\ — ads.f % , 
adq=za(dy + ads) — dy.Q\+ dy.f i , 
of na aftrekking: 

rfp — adq = $' i .(dy + bdx) — f\.(dy+adx). 
Nu integreerende vinden wy: 

waaruit: g = --h ■ "~ . 

a a 

Deze waarde van 9 en hare differentiaalquoiienten substi- 
lueere men nu in het bekende systeem vergeJykiogen van 
Lagrange , t. w.: 
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ds dz dp 

dp q F dp <fc" rF «fc 

dan verkrijgt men: 

ads _ adp 



— ad* =: <fy 



liieruil neme men de vergelijkingen: 
</y 4- <wfcr = 
en adp =s fl/'jrfy — b4>\dy m 

Uit de eersie dezer twee vergelijkingen volgt: 

y 4- as = C = consL 
De tweede moet nog veranderd worden vóór zy geïntegreerd 
kan worden. 

Houden w'y' in hel oog, waarvoor f g en 4>\ afkortingen zijn, 
dan is het duidelijk, waarom wij mogen schryven: 

adp = *f\ (C) dy - 4f t fa+b. C -^)«/y. 

Deze vergelijking geinfegreerd geeft: 

waarin ^ eene willekeurige functie voorstelt. 

De waarden van pen 9 zijn dus: 

b 
psry^Gf + o*)— — -£MyH-A*)H-*(y + a#), 

9 = ^A(y +«*) 4- -A(y + «0— — j 0iür+**)+ ^+(y-H*0. 

Hiermede gaat eindelyk ds =2 pds -\- qdy over in: 

dj= 1* (dy 4- «**) —A (dy + bds) + lfAdy 4- «/*) 

a a — b a 

a 

Dit op nieuw geïntegreerd, geeft: 

1 1 v 

*— -*(y + <«) rO>i (y + &0 4- -My -*-**) 

o a — o a 

of * = ¥4-*-byF, 

waarin het duidelijk is , wat de beteekenis is der letters Y, 

$ en F. 
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CCXXXIV. Voorstel. 

DoOr W. H. Wl8SELl.NK. 

UU den top O eener parabel heeft men eene koorde OP ge- 
trokken en daarop een stuk OQ genomen gelijk aan de pro- 
jectie van O? op de x-as. Vrage den inhoud van de figuur 
begrepen tusschen de meetkundige plaats van Q en de lijn voor 
welke is s =-y- 

Opgelost door W. B. WisSeliise, L. van der Est en 
W. Kapteyk. 

Oplossing van W. II. Wisselde. 
Zij de vergelijking der parabel y* = 2px, stollen wo 
OP = V t danis: OlmVCo*^, 

APt=V5tn<J>, 
OQ = V Cos 0. 
Io poolcoördinaten (met Qx als as) hebben we dus: 

OQ = r = VCos<p (1) 

Maar V 1 Sin* = 2p V Cos<p (2) 

Uit (1) en (2) volgt voor de vergelijking van Q: 

r=z2p Cot % $. 
Voor den gevraagden inhoud u hebben wy nu blijkbaar: 

y = /* ir*dQ z=zj \ , 4p* Cot* Qdtp = 2j>* f* Col* Qd<p. 

Ifu is : / Cot*Q<kp = — -Cot* 4> -h Col (p + <p , 

/* 1 2 

4 3 



jr 



en « = 2^(j*-.|) = ip J (3r~8). 

CCXXXV. Voorstel. 
Door W. H. Wisselikk. 

Wanneer men de kromme f wier vergelijking i$ y = - 

1 m j m e* 

om de s~as laat draaien, vraagt men den inhoud van het 

daardoor ontstane lichaam (van s = tot jr = oo ). 

Opgelost door W. Kapteyü, W. H. Wissblink en L. van d*r Est. 
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Oplossing van W. Kaptbtn. 
Zy de gevraagde inhoud V, dan is: 






Stelt men hierin 
dan verandert bovenstaande integraal in: 



f 



y 

Met behulp hiervan vindt men: V = *{Nep.\log.2 — . \). 
CCXXXVI. Voorstel. 
Door W. H. Wisseunk. 
Gegeven zijn het oppervlak 
<w* + by*+cz* +2ly*+2mxz + 2nxy + 2pz+2qy+2rt+i=0 
en het punt A, wiens coördinaten zijn *, 0, y. 0mfer tre/^^ 
voorwaarde zat de poollijn van AB loodrecht staan op de lijn 
AB ; de coördinaten van B s#n * lt y {> z |a 
Opgelost door W. H. • Wisselink. 

Oplossing van W. H. Wisselink. 
Volgens 5 59 van »d*c E lemen te der analytischen Geometrie 
des Raumes von Salmon , durch Fiedler", is het poolvlak van 

het punt A 3—* + -r—y -f- — * -j- — » = 
ds a dyf dz y dto t 

dF d¥ dF d? 

en dat van B (*,*.,) --.+-, + -..+_«, = <). 
De doorsnede dezer vlakken (poollijn van AB) is: 

D^D 7 — D a D„ f .... (1) 

y = Tra — srsr « + •"*• 



üïï. 



*"t. 



D„D p 



De vergeujking van AB is ; 

*— « _ y — g _ .« — r 
■— «i 0-yi r—«i 

* = ï « + ena., 

y = — « + ena. 



(2) 
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Zullen (1) en (2) loodrecht op elkaar slaan, dan moet: 
• — c, D,D y — HaD,, — y, D„D r — O a D, t 

■•ÏTTT ÏT-TT-i T-n-K STT: + * = ° 



y -«, ' D a Ü„_ l>,.Up ' y - «, D a D„ - D.D0 
zjjn, of na eenige herleiding 



»., 



0— y». r— «, 



eene zeer sy metrische voorwaarde. 

Beschouwen we s v y |t s { als loopende coördinaten, dan is 
de meetkundige plaats van het punl B; 



ds 



3— yi r— * 

<*F <[F 

typ' 



<*F 



</F rfF 



JF 



* — *, — y 



= 0. 



Men ziet dadelijk, dat die meetkundige plaats van den 2<*ea 
'graad is en door het punt A gaat. 

Neemt men als oorsprong het punt A, dan wordt de ver- 
gelijking : 



O, 



y. * 



+ i>, 



I> 7 , Di 



+ D. 



*• V 



= o. 



Daar aan deze vergelijking ook voldaan wordt door R*,Ry, 
Rs, blijkt, dat de meetkundige plaats van AB een kegel is mei 
A als top. 

CCXXXVII. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Analytisch te bewijzen, dat de lijnen t die één hoek vaneen 
driehoek en de supplementen der twee overige hoeken midden' 
doordeelen , elkander in één punt ontmoeten. 

Opgelost door C. J. Matthes, T. van Tmn, K. Bes en 
G. J. D. Moüïiier. 

Oplossing van G. J. Matthes. 
Neem OA, OB (fig. 102) tot scheef hoekige coördin&atassea 
aan , dan is de vergelijking van OS: 

L = y — * = 0; 
die van AS: 

L' = y Sin J(C — A) H- x Cos iB — c Cos *B = ; 
die van BS: 

L" = y Cos \C — s Sin J(A — B) — b Cos ^ = ; 
Bijgevolg: L X Sin A + L' X 2 Sin *B — L" X 2 Sin *C = 0. 
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Oplossing van T. tan Tijn. 

Zij AOB (fig. 102) een driehoek , AB t en BA { lijnen, die 
respectivelyk de supplementen der hoeken A en B raiddendoor- 
deeien , en die elkander in een punt S snijden , dan moet 
bewezen worden, dat de lijn, die door O en S gaat, £.0 
middendoordeelt. 

Men neme OA en OB als assen van een scheefhoekig coör- 
dinatenslelsel aan; stelle OA = a, OB = £, 0A i =a i en 
OB i =zb i . [A| en B, de punten zijnde, waar de deel lijnen 
der supplementen de overstaande zijden ontmoeten.] 

De vergelyking van A 4 B is: — -*-f =1 (I) 

» » i A1 ( ii ï+i = l (2) 

a ö i 

Noem cf den coördinatenhoek O; stel voorts /_OAB = «, 

LOAjBss*,, Z-OBjArrft, Z.OAB 1 =«', £.OBA = 0, 

Z-OBA^jS', dan is: 

* + i(l80° — «)=«' 

of *' = «+90° — i* = 90° + i* (3) 

+ i(18O° — 0)=0' f |3'=0 + 9O°— *0 = 9O°-h}j3.(4) 

Verder is Z.A|BB 1v als buitenhoek van driehoek OAjB, 
gelyk aan «+«,, of o» + «i = *(180° — ft = 90° — tf, 
waaruit * { = 90© _ (« + *p) (5) 

Evenzoo is Z-AjABj als buitenhoek van driehoek OAB f 
gelyk aan *4-0i of »-h P, = i(180° — *) = 90° — **, 
waaruit: 0, = 90° — (» 4- **) (6) 

In driehoek OA^ is : « f : £ = &'n0 # : 5m *,. 

Door (4) en (5) wordt deze evenredigheid : 

a 4 : b = Cm i/3 : Gw (« -f- i/3), 

bCoêjfi . 1 _ C«f(« + tf) _ 

waaruit: a 4 = ■— 7 — of — = — — — -j- . • (7) 

1 Cm («-+-10) «i aCo*10 

In driehoek 0B t & is : b x :a = Sin a' : Sin if 

Door (3) en (6) wordt deze evenredigheid: 

b t : a zzz'Cos \* : Cos (« -f- £«)» 

ifaj i 1 _ Cm(«-M*) 

waaruit: ^ = 7: — ; — rT\ * ï" = 7 — ; — • • \p) 

1 Co<(a9 + i«) b { atoê\n 

Trekt men (1) van (2) af, dan verkrijgt men als vergelijking 
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eener Hjo, die door bel snijpunt der beide deellijuen gaat« 

-S-y+'G:-ö— » 

Dewijl ia die vergelijking (9) * en y gelijktijdig nul wor- 
den, is xy de tergelijking eener lijn , die door den oorsprong 
O gaat , en daar zij tevens door het snijpunt S gaat, zoo is 
sij de vergelijking van OS. OS heeft dus tot vergelijking: 

•e-a+'Grö-* « 

Laten wij zien, hoe die vergelijking verder kan vereenvou- 
digd worden. 
Wanneer men (7) en (8) in haar substitueert , dan wordt sij : 

Tl Qè»(»-MW l . „T g-fr + l* ! n_ 

U bCostf J" ry L aCo$\* b}~ ' 

I bCo$\fi— aCoê(*+ tf ) "| r bCoijtÊ -fr- i«) — aCo9\m 1 
abCoitf J i " y L abCo$l« J ' 

of 9 na vermenigvuldiging met ab: 

I a Cos 00 Cosifi — aSin « Sin J0-| 
* cZïfi J 

(bCo*caCo9\ct — b Sinu Sin\* -| 
cSS *-—]=»«. 

+»[**»— — **■•£?£] ^ 

Wanneer men de zijde AB van driehoek OAB e noemt , 
dan is, volgens eene bekende formule: 

a = bCos* + cCosa en b = a Cos* + c Coêp, 
waaruit: 

4£o#«-— a = — cCom* en * — aCo*<* — c Cos &. (10) 
Vervolgens is ook bekend: 

aSin<* = cSin& en b Sin et = e Sin a . . (11) 
Substitueert men nu (10) en (11), dan wordt de vergelij- 
king aldus: 

s \c Cob (3 + 2<? 5fe |0 Co$ 43 x ^-^1 
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of: * [c (1 — 2 Sin 1 i/3) + 2c Sin* tf] 

+ y [— c — 2 ** 1 *«) — 2c *"»• i*] = o , 

of iXc- y x c = of s — • y = of * = y. 

Deze vergelijking is die van de lijn die * halveert , dus 
deelt OS den hoek &> middendoor. 

CCXXXVI1I Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Analytisch te bewijzen, dal de lijnen, die de raakpunten 
van een % cirkel , eenen driehoek ingeschreven , met de hoek- 
punten van den driehoek verbinden , door één zelfde punt gaan* 
Opgelost door C. J. Matthes en K. Des. 

Oplossing van G. J. Matthes. 
Neem (fig. 103) AB, AC tol scheef hoekige coördinaatassen 
aan, dan vindt men voor het middelpunt M van den inge- 
schreven cirkel: 

_ c Sin B 

* — V ~ 4Coêi\.CostB.Cos iC 

oSin\BCos\C bSin\CCo9\B 

voorts voor het punt D : x = * w , y = * , . ; 

Cos$\ Cos\\ 

' _ ^ cCo*\k Sin iB 

voor het punt E: * = 0, y=. * 

Cos \\j 

. _ cCo8iKSin\B . 

en voor het punt F: x= JL__L. , y=0. 

Cos\Q 

Wyders voor de vergelijkingen: 
van AI) L =y frw*iC = * Co&*iB = 0, 
van BE L' = y CosiC-t-zCosiASinl* — CCm JA 6tiijB = t 
van CF L # =yCo«iA SfnJC + sCcwÈB-. b Cos \K Sin \C=zO. 

^gevolg L X 5m $A — L' X <7o* iB + 1/ Cb# JC = 0, 
waaruit het gestelde volgt. 

CCXXX1X. Voorstel. 
Door L. van der Est. 

J/en vraagt, uil de vergelijking eener kegelsnede aan te 
toonen , do/ eene kegelsnede op de volgende wijze door punten 
kan worden geconstrueerd. Trek drie willekeurige rechte lijnen 
A, B f C, snij de lijnen A, B door een stelsel van lijnen even- 
wijdig aan C. Laat uit de snijpunten p en q loodlijnen neder 
op C y waarvan de voetpunten r en s mogen zijn. Zij O het 
snijpunt van A en C en neme men dat als middelpunt tan 
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een stelsel concentrische cirkels met de stralen OS, dan zijn- 
de snijpunten dezer cirkels met de loodlijnen pr punten eener 
keyelsnede. 

Opgelost door L. van der Est, R. Bes en G. J. I). Modmer. 
Oplossing van L. van der Est. 

Nemen we de topvergelijking der kegelsnedey* = <i#*+ij?. 
en stellen we * — #'4-m, dan wordt de vergelijking: 

y* = ax* + (2ai/t 4- b)x -+- («m* + bm). ... (1) 
of s*-f y* = (a-|- l)ar* + (2am-h6)ff-h(am* + $m). 

Onderzoeken we, welke waarde aan m moet toegekend 
worden, opdat het tweede lid een volkomen vierkant zy. Dit 
leidt tot de vergelijking in m : 

4<m* 4- ibm — £* = 0. 

De bestaanbaarheid van m vordert i f (l-f-o)>0. 

Wanneer dus a en (1 4- a) negatief zijn, zal door ver- 
plaatsing van den oorsprong op de ar-as, de vergelijking der 
kegelsneden nooit den vorm s* -f- y* = (ttr ■+- »)» kannen 

aannemen. In dit geval stellen we in ( 1) m = — — , dan vindt 

zo 

men: 

y* = cwr* — — of a = — a' stellende , waardoor a' en a' — 1 
4a 

positief worden: a (s* -h y*) = (a' — l)y«-j-—-. Stellen we 

hierin y = y' -f- n , dan vindt men : 

.'(•■*. Sf 1 ) = (•'- l)y*-2«y- («*- ^). 

Zal nu het tweede lid een volkomen vierkant zijn, dan 

heeft men tot voorwaarde de vergelyking in n, w* = ._ ( '—> 1). 

Wegens a' — 1 positief, is n altijd bestaanbaar, zoodat de 
topvergelijking eener kegelsnede altijd kan gebracht worden tot 
eene der vormen: a: a H-y a = (Mar-hn) a of ar s -f-y t =(My-t-n) i , 
wat door assenverwisseling lot ééne vergelijking voert: 

ar3 + y3 = (Ma? + n)« of P Vz* + y* — n) = Qx. 
M=^, Q=/**, V=ztgfS stellende, geraakt men lot de vol- 
gende meetkundige beleeken is. Zij (fig. 104) OT = Kr* -f- y*, 
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OK = », dan is KT = ^jt* + y* — », ^LKT = |3,ZJ,OT = *, 

dan is P(Kr*H-y« — n) = RT = SD = Qr. Q = /ya geeft 
?=0U, terwyl het punt (ar, y) der kegelsnede ligt op den cir- 
kel ** 4- y* = OT*, zoodat P het punt eener kegelsnede moet 
zyn, waardoor het gevraagde bewezen is. M= 1 of P = Q f 
of evenwijdigheid der lynen geeft een parabel , M > 1 of Q ) P 
eene hyperbel, M<1 of Q<P eene ellips, terwijl uit de 
beide laatste opmerkingen weder volgt , dat uit dezelfde figuur 
eene ellips of hyperbel zal geconstrueerd worden, naarmate 
men het eene of andere der punten O en K tot middelpunt 
der concentrische cirkels kiest. 

CCXL. Voorstel. 
Door L. var der Est. 

In eene ellips worden twee willekeurige middellonen ge- 
trokken , die tevens middellijnen zijn eener tweede ellips. Aan 
beide ellipsen warden, evenwijdig aan die middellijnen , raak' 
lijnen getrokken. Men vraagt te bewijzen, dat de raakkoorden 
in de eene ellips met de raakkoorden in de andere, twee aan 
twee, evenwijdig sullen tijn. 

Opgelost door L. van der Est en K. Bes. 
Oplossing van L. van der Est. 

Zy (fig. 105) Oa de eene, 06 de andere der gegeven halve 
middellonen. Nemen we OX tot *-as , OY tot y-as van een 
coördinaten-stelsel, dan is de vergelijking der ellips AC: 
f(xy) — Lx* -+- B*y + Cy* + D = 0. 

Door beurtelings f en y ~ te stellen, vinden wij : 



Ob 






K A 

Z U P9//0<»> 9 r //Ob raaklynen aan AG in de punten men 
n , en (* , 0) de coördinaten van het punt q , waarin wij het 
stelsel met den oorsprong O evenwijdig verplaatsen. De ver- 
gelijking der ellips (AC) wordt dan: 

A*»4-Bjfy+Cy*4-^(«,|3)*4-/V(*.P)y4-/ , (*,P) = 0. 
De omstandigheid, dat de nieuwe assen raaklijnen. zijn, 
voor y = : 

u 



Digitized by VjOOQ IC 



370 WISKDHST1GE 



x = mq : 



r,M±^ujpw]-/ W) | 



2A 
voor * = : 



» = "* = 2C ' 

waarin (M).^.,^).^ 
moei zijn. Bygevolg: 

2Cx **=:/> («ft, 

waaruil de gelijkvormigheid der driehoeken Oab en <jwn volgt, 
wal in verband met Oa//pq, Ob//qr 9 geeft ab//mn. Om 
dezelfde reden is in ellips DE ur//ab, bijgevolg ook uc//mn. 
CCXLI. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 
Een homogene rechte half-cirkel-vormige cylinder van hout 
kan draalen om zijne bevestigde as en bevindt %ich gedeeltelijk 
in water, hetwelk steeds iol aan die as reikt. Vrage naar het 
bewijs, dal de cylinder in onverschillig evenwicht verkeert 9 
bijaldien hel soortelijk gewicht der houtsoort is = 0,5. 
Opgelost door C. J. Hatthes en J. J. Brütel de la Rivière. 

Oplossing van C. J. Matthes. 
Het zwaartepunt W van den cirkelsector BOC (zie fig. 100) 
ligt op de halvccringslijn OD van den hoek , op een afsland 
™.r » Sin BOD 

0W =' rx -Böir 

_, SmQw — ii) 
"** *»-** * 

3 i* - ii 

_ , Co*J 

Hel zwaai trptint S van den halven cirkel ligl op don afsland 
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08- »f 5!ii?-i ü 

4 t 
zoodal Os = - . - . Co* $: 

3 * 

Derhalve heeft men , als / de lengle van den halven cylin- 

der voorstelt , voor de momenten van gewicht en opstuwing : 

4 r 

o ar 

= */x2 XJrr'xir.. — ■- 

Aanmerking. Bevindt zich de toestel in een val, en slaat 
daarin het water hooger of lager dan de as des cylinders, zoo 
is het evenwicht verbroken; het herstelt zich echter van zelf 
door eene draaiiende beweging van den cylinder, zoodat op 
die w\jze steeds een constante waterspiegel verkregen wordt» 
gelijk dan ook de inrichting daarvoor dienstbaar is gemaakt 
in sommige Engelsche gasmelers. 

CCXLII. V o o r s T e l. (*) 
Door W. H. Wisselink. 

** y* s* 
Geneven is eene ellipsoïde, wier vergelijking is -s-Htï+-s=1. 

o, o* c* 

Op 0\ is eene ellips beschreven gelijkvormig mei de ellips, 

wier vergelijking is ~ -f- jr = 1. Die ellips is de basis van 
a* o* 

een rechten cylinder. Welk gedeelte wordt door dien cylinder 

uitgeboord ? 

Opgelost door W. Kapteyn, W. H. Wisselink en L. van 
der Est. 

Oplossing van W. Kapteyn. 

Bepalen wij vooreerst de inhoud van het lichaam ZOCXAY 
(Hg. 107). 

De inhoud van eene willekeurige sectie AGD // hel vlak 
ZOY is » = f*dy, tusschen de grenzen BC en BA. 

De vergelijking van d* ellips OCX is: , 

(M 1 (e») 1 " 1 

(*) Dit voorstel en de twee volgende voorstellen zijn ontleend aan hut 
programma voor het examen middelbaar onderwjjs 1873. 

24* 
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b u 

hieruit volgt : BC = - l/as — s* = p. 
De vergelijking van de ellips TAX is: 

hieruit volgt : B A = - Va* — x 1 = g. 

ü 

Derhalve is: 

De gezochte inhoud is nu: 

J *udx = 1 + 2 -f- 3. 
Verder is: 

e o 

NB. Bij de laatste integratie, stelle men 

ore 5/n^ = y, 

o + * 

waardoor de grenzen veranderen in en - . 

/•« 2 . , ,, «ir — 8 f 

Dus J udx = -abc; er wordt dus uitgcboord : — g — abc* 
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CCXLIII. Voorstel. 
Door W. H. Wisselink. 

Gegeven zijn twee vlakke krommen A en B en een punt P 
daartusschen. Door dat punt eene rechte lijn te trekken soo, 
dal de afstand MM' van twee punten M en HL' respeclivelijk 
liggende op A en B een minimum zij. Aan te loonen dat, als 
men de normalen in M en in M' construeert en uit het snij- 
punt Q eene loodlijn op MM' laat vallen , die loodlijn door hel 
punt P gaat. 

Opgelost door W. H. Wisse lihk en L. van der Est. 
Oplossing van W. H. Wisselink. 

Zgn de vergelijkingen der krommen A en B: 
y=f{x) en y = <p(s) 
en de coördinaten van P: a, b en c. 

Laten de coördinaten der punten M en M' respeclivelijk zijn 
( x m V\) eQ (*«» y«)i dan moet bij rechthoekige assen 

(*i— V-Kyt — y*)* 
een minimum zyn. 

Blijkbaar is hier slechts één der veranderlijken onafhankelijk 
veranderlijk, b. v. : * t . 

Wy hebben dus: 

Daar y l =f(x i ) en y 9 = f fa) is: 

£-'•.. « 

£;=*• •••<») 

Daar (r,, t/J, (a, 6) en (*j, y,) in eene rechte lijn liggen, 

is: -* = £ 4) 

of : A (*, — * 4 ) — a (y, — y,) = s^j — ##, , 

of: »(i.j5)_.f&-fe.j!)) 

V dx { / \ds i ds % ds i J I 

</y 2 rfr 2 «fy, rf* 2 f 

Noemen we — ? = R, dan is (volgens (i) f (2) en (3)): 
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(*■-**) (l - R) + (y, -y*) (.f-0'R) = O . . (fi) 
b (1 _ R) _ fl (/•/ - $'R) — „, -_ tf fi + (x> $' _ y ,) R. (7) 

y t = ƒ(*.) (8) 

9* = <PM (9) 

J — = ; J — (ïo) 

Door R uit de eersle twee vergelijkingen te elimineeren, 
hebben w\j ter bepaling der vier onbekenden x if y,, s 4 en 
y 3 ook vier vergelijkingen, zoodat daardoor de gevraagde lijn 
volkomen bepaald is. 

Om aan te loonen dat de loodlyn, uit Q op MM, neergela- 
ten, door P gaat, nemen we P als oorsprong der coördinaten- 
assen aan, dan is: a = b=zO. 

De normaal van A ij («p y 4 ) is, volgens bekende formules: 

Y-y 1 = -l(X-# 1 ) (11) 

en die in (*,, y a ): 

Y-ftss-iff-jr,) (12) 

Alsdan wordt (4): 2i = £. 
De vergelijking van MM' is verder: 

T =7 X ' V ' • v < 13 > 

terwgl de algemeene vergelijking der lijnen, gaande door het 
snypunt van (11) en (12), is: 

XH-/T-* i -y/'_*(X + <pT_* a --y i 0/). .(14) 
Zal deze loodrecht staan op (13), dan moet: 

s t l—k 

of: * = '£"•*- 

Hierdoor wordt (14): 

•i» # -/ , OX+»i(^-DT-(^- fl )(*i+».f0i /m 
+ <V-fi)(* + wM=:0 f (I5) 

Uit (6) en (7) volgt voor a = b = en eliminatie van R 
uit (6) en (7) : 
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of omdat — = — is (na eenige herleiding) : 

of: (*t + y 4 ƒ) (*«*' -f - (*« + y«4>') (*if - yj = o. 

Hierdoor wordt de' vergelijking (15): 
ar 1 X-Hy l Y = 0, 
d. i. : de loodlyn op MM' uit Q gaat door don oorsprong of P, 
waarmede bet tweede deel der vraag opgelost is. 
CCXL1V. Voorstel. 
Door W. H. Wisselink. 
Men vraagt de kromme Ie bepalen, waarvan de lengte (te 
beginnen bij s = 0) eene gegevene functie is van de overeen- 
komstige koorde (uit den oorsprong). 
Opgelost door W. U. Wisselink en W. Kaptbyn. 

Oplossing van W. H. Wisselink. 
Zij voor de functie gegeven: 

, = /(l^?f+7i) (i) 

Door middel van poolcoördinaten hebben wij onmiddellijk : 

f /V*«+r»dp»=/(r). ...... (2) 

of: i/rfr'-t-Hrff's/ICr)*, 

dr» +f i^ = /«(f) dr» 

y = J f^ # "(r) — 1 (3) 

Waaruit: . 0= fi i/F'lpy—ï ér + C (4) 

Noemen we: 

dan is de vergelijking: 
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r y_ 



boog tangl=zt (*•*» 4- y *) + C. 
x 

Voor f(r) = r is b. v. vergelijking (3): 

dr 
of <f> = C, 

d. i. : eene rechte lijn. 

Voor f(r) = $r is vergelyking (3) imaginair; in het alge- 
meen zal f(r) > r moeten zijn, hetgeen zeer wel overeenstem- 
men zal met de eigenschap, dat een boog grooter is dan de 
overeenkomstige koorde. 

CCXLV. Voorstel. (*) 
Door C. J. Matthbs. 

Een stelsel kegelsneden is een'' gegeven vierhoek omschreven* 
Te bewijzen) dat de meetkundige plaats der pool van eene 
willekeurig gegevene rechte lijn^ met opzicht tot eenige kegel- 
snede van het stelsel eene kegelsnede is, die door de toppen 
van den vierhoek gaat. 

Opgelost door G. J. Matthes. 

Oplossing van C. J. Matthes. 

Projecteer de gegeven lijn tot het oneindige, zoo gaan de 
polen over in de middelpunten der kegelsneden. Nu kan 
men bewijzen, zie Ferrers, § 183, bl. 156, dat de meet- 
kundige plaats der middelpunten van kegelsneden eenen vier- 
hoek omschreven, eene kegelsnede is, gaande door de top- 
pen, waaruit het gestelde volgt. 

CCXLVI. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

Men heeft een stelsel van kegelsneden, die de lijden van 
een gegeven driehoek aanraken, terwijl uit een gegeven punt 
een paar raaklijnen gelrokken is aan elke kegelsnede van 
het stelsel. Te bewijzen dat, bijaldien de meetkundige plaats 
van het eene raakpunt eene rechte lijn is f die van het andere 
eene kegelsnede zijn zal, den gegeven driehoek omschreven. 

Opgelost door G. J. Matthes. 



(*) Dit voorstel en de twee volgende voorstellen syn ontleend ein 
Ferrers Kiewere Meetkunde, voorbeelden 66, 67 en 68, 
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Oplossing van C J. Matthbs. 

Deze stelling is de wederkeerige van die ?an Voorstel CXCI. 
Zy toch het gegeven punt P middelpunt van wederkeerigheid, 
dan worden de ingeschreven kegelsneden omgeschreven hyper- 
bels tot den wederkeerigen driehoek A'B'C'. De wederkeerigcn 
der raakpunten uil het punt P zyn asymptoten. Blijft nu het 
eene raakpunt voor de verschillende kegelsneden op een rechte 
I\jn, zoo gaal de eene asymptoot door een bepaald punt, en 
de andere is bewezen te zijn omhuld door eene den weder- 
keerigen A A'B'C' ingeschreven kegelsnede , waaruit volgt dat 
de meelkundige plaats van het andere raakpunt eene kegel- 
snede is , A ABC omschreven. 

CCXLVil. Voorstel. 
Door C. J. Matthes. 

De raaklijn in een willekeurig punt P aan eene kegel- 
snede getrokken, waarvan 8 en E de brandpunten zijn, wordt 
gesneden door twee gekoppelde middellijnen in T en t. Te 
bewijzen, dal de driehoeken SPT en OP/ onderling gelijkvor- 
mig %ijn. 

Opgelost door & J. Hatthes. 

Oplossing van C. J. Hattbes. 

Zy de kegelsnede (zie fig. 108) de projectie van een cirkel 
AP,B, dan zyn de gekoppelde halve middellynen OL, OM projec- 
tiën van twee loodrecht op elkander slaande stralen OL„ OM,, 
en men heeft: YliVt=.V t T l :V t t t , 

PTx tt: P|T t x P,*| = PT* : P,V = «* — ••*■ •••* 
niPSxPHiOP,*. 

<•« — ** #' * a 

Immers PT 1 = PjT, > x ; — + P t T t * x -j X — % 

= P,V {a» -fl — J£W] i* % —t È T g *{* % — e % x l ):a\ 

In de A A PST, PH< heeft men derhalve L SPT = L HP* en 
bovendien, daar OP t 1 =P l T I xP l / 1 en bygevolg PSxPB=PTxP<, 

PS:PT = P<:PH. 
CCXLVIU. Voorstel. (*) 
Door J. J. Temng van Berkhout. 
Zij de middellijn AB eens cirkels harmonisch gedeeld in C 

(•) Dit voorstel en de twee Tolgendo voorstellen zijn «onder bewijs 
opgegeven in het werkje vermeld bij N°. 92. 
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ei i D en het punt D gelegen buiten den cirkel. Trekt men nu 
DE loodrecht op AB en door C ecne lijn, welke den cirkel 
snijde in O en in Ii , en de lijn DE in K en in G aan den 
cirkel eene raaklijn, welke DE snijde in L 9 dan is de recht' 
hoek onder LD en DK gelijk aan den rechthoek onder AD en DB. 

Opgelost door K. Bes en J. J. Teding van Berkhout. 
Oplossing van K. Bes. 

(Zie fi*. 109). 
AD x BD = (MD + MB) (MD - MB) = MD» — MB*. 

Daar A, II, l) en C harmonisch liggen , is de hel II MB 
van AB middenevenredig lusschen MC en MD, dusMB*=MCxMD. 
Nu wordt AD xBDz= MD (MD — WC) of ADxBD=MDxCD(lj. 
Trekken w\j ML, dan is ML loodrecht op GH, want L is de 
pool der lyn GH (en opzichte van den cirkel , daar de pool 
L van GH zoowel ligt op de raaklijn GL als op de lijn DE, 
de poollijn van C ten opzichte van den cirkel. Daar nu CD 
loodrecht staat op LR, zoo is L. LMD = L_ DCK. De recht- 
hoekige driehoeken MDL en KDC zijn nu gelijkvormig. 

Wij hebben dus : MD : DL = KD : DC 
of : MD X DC = DL X KD (2). 

Deze vergelijking, in verband met (1), geert: 
ADyBD = DL X KD, 
hetgeen juist de eigenschap is die te bewijzen was. 
CCXLIX. Voorstel. 
Door J. J. Teding van Berkhout. 

Zij in het punt C in de middellijn of de verlengde middel- 
lijn AB eens cirkels eene lood lijn CD opgericht op AB; trekt 
men nu uil A en B de lijnen AE en BE tot eenig punt E in 
den omtrek des cirkels, welke lijnen CD snijden in ¥ en in 
G, dan is de recluhoek onder GC en CF gelijk aan den 
rechthoek onder AC en CB. 

Opgelost door T. van Tun, G. J. D. Moünier, K. Bes en 
J. J. Teding van Berkhout. 

Oplossing van T. van Tun. 

(Zie fig. 110). Z_E is recht, omdat zijn hoekpunt in 
den omtrek van den cirkel ligt en zijne beenen door de uit- 
einden van de middellijn des cirkels gaan. L A en L BGC 
zijn aan elkander gelijk, omdat, (ook L.C als recht gegeven 
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zijnde) de beenen van den een loodrecht staan op de beenen 
van den ander en zij gelijktijdig grooler of kleiner worden 
(waardoor zij niet elkanders supplementen zijn). Daarom is 
de rechthoekige driehoek ACF m rechlh. driehoek BCG ; de 
gelijkstandige zijden zijn dan evenredig en dus : 

AC:CF = CG:CB, 
waaruit volgt : CG x CF = AC x CB. 

Op gelijke wyze wordt deze eigenschap bewezen, wanneer 
het punt C aangenomen wordt te liggen op de verlengde 
middellijn AB. 

CGL. Voorstel. 
Voer J. J. Teding van Berkhout. 

Zij de middellijn AB eens cirkels in C en I) harmonisch 
gedeeld, het punt D binnen den cirkel en DE loodrecht op 
AB getrokken in D t den cirkelomtrek snijdende in E en F. 
Trekt men nu door C eene lijn, welke den cirkelomtrek 
in G en H snijdt en uit G en II tot eenig punt N in den 
cirkel-omtrek lijnen GN en HN, welke DE snijden in M en L 
respectivelijk t dan is de rechthoek onder LI) en UK gelijk aan 
hel vierkant op DE. 

Opgelost door K. Bes en J. J. Teding van Berkhout. 
Oplossing van K. Bes. 

Zij fig. 111 geleekend, zooals in het vraagstuk bedoeld is. 
Trekken wij nog de lijn CN , die den cirkel andermaal snijdt 
in G', en vereenigen wij G en G', dan gaat de lijn GG' door 
L, want daar AB in C en D harmonisch verdeeld is, is EF 
de poollijn van C (en opzichte van den cirkel en worden dus 
GH en G'N ook harmonisch verdeeld. — Deze paren harmo- 
nische punten hebben één punt G gemeen , derhalve snijden 
de verbindingslijnen der andere overeenkomstige punten elkaar 
in één punl. NCHLG is nu een volledige vierzijde en GN eene 
diagonaal daarin, dan moet de andere diagonaal HG' ook door 
het snijpunt M van EF en GN gaan, want het snijpunt der 
diagonalen is een punt der poollijn , zoowel van C ten opzichte 
van £.HLG, als van L ten opzichte van Z.NCH. De lijnen 
GG ; en NH worden dus door L en de snijpunten met de lijn 
CM harmonisch gedeeld , waarom CM de poollijn van L is ten 
opzichte van den cirkel. De lijn EF wordt dus in M en L 
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ook harmonisch gedeeld. Daar du van eene harmonisch ge- 
deelde lyn de helft middenevenredig is lusschen de afstanden 
vati het midden tot de toegevoegde punten, zoo is DM = 
rechih. onder DM en DL. 



Er zyn in dit deel eenige drukfouten blijven staan, o. a.: 
BI. 8 reg. 20 van boven staat: BC as... -.214 leei: BC =...== FZÏi. 
.. » .• 5 » „ » A = — - — lees; A = — . 

„ 18 „ • „ „ „, ( -~2frJ lees: f---*&J. 

w 16 „ 8 „ „ u +2C,C 4 lees: +2040,. 
„ 162 laatste regel „ ^.BA'B' lees: Z-BA'D. 

„ 169 reg. 8 van onderen „ halfeirkel lees: hulpcirkel. 

Be overige vergeve en verbetere de goedgunstige lezer. 
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